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مقدمة 


الحمد لله رب العالمين» والصلاة والسلام على نبيه» وبعد 

هذا الكتاب صيخة موسعة ومطورة لمذكرة استخدمتها خلال السنوات الشلاث 
الماضية في تدريس مقرر الطرائق الرياضية . وهو المقرر الذي يقدم لطلاب 
وطالبات الرياضيات في السنة الثالثة أو الرابعة من برنامج البكالوريوس بجامعة المك 
سعود. 

غالبا ما يطلق مصطلح الطرائق الرياضية على تلك المفاهيم والأساليب التي 
تستخدم في حل المعادلات التفاضلية والمسائل الحدية وغيرها من المسائل ذات 
الصبغة التطبيقية ‏ وفي تمثيل تلك الحلول. وهي تشكل جانبّا مهما من الرياضيات 
التطبيقية وأداة لا غنی عنها للمهتمین بالفیزیاء النظرية. 

وحقيقة الأمر أن الطرائق الرياضية" عبارة فضفاضة تشمل موضوعات كثيرة لا 
سبیل لنا إلى حصرها في کتاب واحد. والذي يهمنا في هذه المعالجة هو تلك الطرائق 
المرتبطة بنظرية شتورم - لیوفیل » والتي تشکل في مجملها تعمیما لنظرية فوربیر» 
وبذلك تکتسب موضوعات الکتاب قدرا من الترابط ۰ ضمن هذا الاطار. قد لا یتوافر 
لها بدونه. 

نقدم في الفصل الأول نبذة مختصرة عن فضاء الضرب الداخلي بالقدر الذي 
نحتاج إليه لصياغة المفاهیم وبناء الهیاکل الرياضية في الفصول اللاحقة. وفي الفصل 
الثاني نستعرض نظرية شتورم ‏ لیوفیل حول توزیع القیم والدوال الذاتية (آو ما یسمی 


ھ 
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بالتحليل الطّيفي) للمؤثر الخطي التفاضلي تحت شروط معينة (الاقتران الذاتي): 
وشت منها ما يتيسّر لنا برهانه في إطار هذه المعالجة. 

في الفصل الثالث نرى أن نظرية فوريير حول نشر الدوال الدورية» وهي 
موضوع الفصل» ما هي إلا حالة خاصة من نظرية شتورم ‏ ليوفيل العادية» كما نرى 
في الفصلين الرابع والخامس أن الدوال الخاصة الشائعة» مثل كثيرات حدود لوجاندر 
ودوال بیسل » تنشأ كحلول لحالات خاصة أخرى (شاذة) لمسألة شتورم - لیوفیل. 
وفي الفصلين الأخيرين نلتفت إلى التحويلات التكاملية : تحويل فوريير المستمد من 
من سلسلة فورییر؛ ومنه نحصل على تحويل لابلاس بنقلة شكلية. 

يتطلب فهم مادة الكتاب إلماما جيدًا بحساب التفاضل والتكامل» بما في ذلك 
سلاسل الأعداد» كما يتطلب معرفة بسيطة بطرائق حل المعادلات التفاضلية العادية 
الخطية. ومن المفيد أيضا أن يكون لدى القارىء فكرة عن الجبر الخطي في أبسط 
صوره. بهذه الخلفية يستطيع الطالب أن يشق طريقه في مادة الکتاب دون عناء كبير 
إلى أن يصل إلى الفصل السادس» حيث سيصطام بنظرية التقارب المسقوف التي 
تعتبر من نظريات التحليل الحقيقي المتقدم » وقد استخدمت لإثبات اتصال تحويل 
فوريير لأي دالة قابلة للتكامل. وقد كان بالإمكان وضع شروط إضافية على الدالة 
والاستغناء عن هذه النظرية» لكننا فضا الإبقاء على الحد الأدنى من الشروط 
اللازمة لتحقيق هذه الغاية وعدم الإخلال بعموميتها. 

أود في الختام أن أشكر طلابي على مر الفصول ممن تحمّلوا محاضراتي 
بصمت مشوب بالريبة» وممن كانت لهم مداخلات بين الحين والآخر. كما أشكر 
لزميلي الدکتور صالح السنوسي تفضله بقراءة أجزاء من مسودة الکتاب وملاحظاته 
المفيدة حولها. والله المستعان. 

المؤلف 


الفصل الأول: فضاء الضرب الداخلي 


(1.5) التقارب في ”£ 
(1.6) المجموعات المتعامدة فى ”1 


+ 


ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا | 


تووووووووم وم ا ا ا اا ا ا ا ا ا ا ا ا ا و و و وه هو وه موه 


222 0 0 ا 1 1 1 0 0 ا ا ا ا ا ا ا ااا ااا 0ك 


22 ا ا ا و و وم موه وه و موم و ااا ا ااا و وه وه موه 
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(2.2) أصفار الحلول وک یی که 
تمارین (2.2) و ا و میب مه ی یت 
(2.3) المؤثر قرين الذات في ”ى E‏ 
تمارين (2.3) N DS RS‏ 
(2:4) مسألة شتورم-لیوفیل العادية ی 
تمارين (2.4) اذ[ SARS‏ 
(2.5) مسألة شتورم-ليوفيل الشاذة E‏ 


الفصل الرابع: كثيرات الحدود المتعامدة 


(4.1) مسألة شتورم-ليوفيل الشاذة A‏ 
(4.2) كثيرات حدود لوجاندر المخوقوة مركا لمان E‏ 


تمارين (4.3) [ز ز[ز 1 ز[ 1[ اا 
(4.5) تطبيق فيزيائي 00 


المحتويات 

تمارين (4.4) SNS‏ 180 
الفصل الخامس: دوال بيسل 

(5.1) دالة قاما Bless esa‏ 
تمارين (5.1) م و ا ا SSSA‏ 
(5.2) دوال بيسل من النوع الأول حي السام ف کر وگ[ 
تمارين (5.2) 18 
(5.3) دوال بيسل من النوع الثاني AAS‏ 
تمارين (5.3) MT RS‏ 
(5.4) بعض الصيغ التكاملية للدالة ول LASERS‏ 
تمارين (5.4) E‏ اا 
(5.5) تعامد دوال بيسل E‏ ال ا DSS‏ 
تمارین (5.5) ی ی ی مر LSS‏ 
الفصل السادس: تحویل فورییر 

(6.1) تحویل فوريير 5 ز ز ز OS‏ 
تمارين (6.1) eRe e‏ [ [ 1001| 
(6.2) تكامل فوريير ی TO es‏ 
تمارين (6.2) و ION E‏ 
(6.3) خواص تحويل فوريير وتطبيقاته SES‏ 00000 
تمارين (6.3) 01515115 ISO A‏ 
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الفصل السابع: تحويل لابلاس 


(7.1) تحویل لابلاس ا و[ 
E‏ ااا اا OE [ O‏ 
(7.2) خواص الاشتقاق والانسحاب 1 
ار 2 ااا o o E‏ 
المراجع 00 OO RAR‏ 
الرموز الرياضية 00001 ا 


كشاف الموضوعات وثبت المصطلحات DII‏ 


الفصل الأول 


فضاء الضرب الداخلي 


فضاء الضرب الداخلي )inner product space)‏ هو الاطار العام الذي سنعالج 
فيه مواضيع هذا الكتاب» فهو يوفر الحد الأدنى من البنية الزياضية اللازمة لصياغة 
المفاهيم والنتائج التي سنتطرق إليها. وهو في حقيقة الأمر التوسيع (أو التعميم) 
الطبيعي للفضاء الإقليدي "۸ ذي الخواص الهندسية والتوبولوجية المعروفة. 


(1.1) الفضاءات الخطية 
سنستخدم الرمز ۴ للدلالة على حقل الأعداد الحقيقية 8 أو حقل الأعداد 
المركبة '0. 


تعريف (1.1) 
الفضاء الخطي (50200 1[0627) , أو فضاء المتجه سات (50260 ۷60۱0۲)» هو 
مجموعة × معرف علیها عملية جمع 
۱ کر جر رز + 
وعملية ضرب 
جح يز ع ۳ :. 
1 
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(1) × زمرة إبدالية تحت عملية الجمع» أي أن 

x+y=y+x Vxy eX 0( 

x+(y+2)=(x+y)+x VxyzeX (i) 

(1) يوجد 2 > 0 (يسمى المتجه الصفري) بحيث 

x+O0=x VxexX 
لکل × © × يوجد نظير جمعي 25 © - بحيث‎ )۷( 
۲ + (x) =0 

(2) تحقق عملية الضرب بين عناصر ۴ وعناصر × الشرطين 

a-(b-x) = (ab).x V a,b e ۳, ۷ ۶ ع‎ X )( 

1۰ 27 VxeX (i) 
تتحقق خاصتا التوزيع‎ )3( 

2۰0 1۷ 20 + 2۷7 VaeF,Vx,y eX (DD 

(a +b).x = 2.7 + 0. Vabe ۳, ۷ ع«‎ ۸۶ (i) 

للتأكيد على دور الحقل ۴ في هذا التعریف سنصف × بأنه فضاء خطي فوق 
۳ فان كان ۸ = 15 سمّي × فضاءً خطيًا حقيقيًا. وان كان € = ۴ سمّي فضاءً خطيًا 
مركبًا. وتسمی عناصر × متجهات. 

لاحظ أن المتجه الصفري المشار إليه في (111) یختلف » بصفة عامة» عن 
صفر الحقل ۴ وإن كنا سنستخدم الرمز 0 نفسه للدلالة على أي منهما» وسیکون 
واضحا من السیاق آیهما المقصود. وکما هي العادة سنختصر الرمز 9۰ لحاصل 
الضرب العددي (أي بين عناصر ۴ و ) إلى 206. 


فضاء الضرب الداخلي 3 


مثال (1.1) 


00) 


(ii) 


(iii) 
(iv) 


(۳) 


المجموعة 
R}‏ > < : (ولا ,۳,۰۰۰ = R"‏ 
بعملية الجمع 
ولا اوه Xn) F 15-۰-9 Yn) > (X1‏ و۰ (X19‏ 
وعملية الضرب 
Xp) = (aX, ..., AX)‏ .۰.۰ :)2۰ 
حيث ۸ © 2» تشكل فضاء خطيًا حقیقیا. 
أما المجموعة 
Rie N}‏ ء ‏ : (م7 ...12 = 08 
بعملية الجمع 
177 م2 و۱ (W1, ۰-۰, Wp) = (Z1‏ + م2 (Z1...‏ 
وعملية الضرب 
(3Z, . . . , AZ)‏ > (م2 و (Z1...‏ 2۰ 
حيث © »© ۵ ۰ فهي فضاء خطي مركب. 
المجموعة "© فوق الحقل ۸ تشكل فضاءً خطيًا حقيقيًا. 
مجموعة كثيرات الحدود/ في المتغير الحقيقي × ذات المعاملات الحقيقية 
(المركبة) هي أيضا فضاء خطي حقيقي (مركب) بعملية الجمع المعتادة بين 
كثيرات الحدود وعملية الضرب العددي 
b-(a, x" ۰۰۰+ ay) = ba, x" +٠٠١ + ba,‏ 
حيث 9 عدد حقيقي (مركب). 
مجموعة الدوال الحقيقية (المركبة) المتصلة على الفترة الحقيقية المحدودة 
والمغلقة [0به]۰ والتي يرمز لها ب ([0)],6: تشكل فضاءً خطبّا حقيقيًا 
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(مركبًا) بعملية الجمع المعتادة بين الدوال وعملية الضرب في عدد حقيقي 
(مرکب). 


افرض أن (م* ,۰۰۰ ,:) أي مجموعة منتهية من المتجهات. یسمی المجموع 


c1 AX;‏ حيث ۳ € زه لكل 21 تركيبًا خطیا من هذه المجموعة وتسمى الأعداد 


تعريف (1.2) 


(i) 


(i) 


يقال عن مجموعة منتهية × , ... .<) من المتجهات إنها مستقلة خطيًا إذا 
كان 

ZL 2: 2 0 روج‎ =0 Vi e{l,...,n} 
أي إذا كان كل تركيب خطي من المتجهات (:*) يختلف عن الصفر إلا في‎ 
حالة أن تكون المعاملات :8 جميعها أصفارًا. آما إذا وجد مجموعة (بة) من‎ 
الأعداد. ليست كلها أصفاراء بحيث 0= :8:5 2 » فان المتجهات‎ 
تكون مرتبطة خطيًا.‎ )<, . . . , × 
إذا كانت مجموعة المتجهات !. . . ,× ,ر×) غير منتهية فإنها تكون مستقلة‎ 
خطيًا إذا كانت كل مجموعة جزئية منتهية منها مستقلة خطيًا. وتكون مرتبطة‎ 
خطيًا إذا لم تكن مستقلة خطيًاء أي إذا وجد مجموعة جزئية منتهية من (:<ا)‎ 
مرتبطة خطيًا.‎ 


لاحظ أن أي مجموعة منتهية من المتجهات تكون مرتبطة خطيًا إذا أمكن 


تمثيل أحدها بتركيب خطي من بقية عناصر المجموعة (تمرين (1.1.3)). 
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تعريف (1.3) 

() تسمى المجموعة 6 من المتجهات في الفضاء الخطي × أساسًا (كزيهط) 
للفضاء × إذا كانت ۸۶ مستقلة خطیّا وكان كل متجه فى × هو تركيب خطی 
من عناصر 7/. ويقال إن 7/ تولّد (وصهمة) × إذا كانت / أساسًا للفضاء ×. 

(1) عندما تكون 7/ مجموعة منتهية فان عدد عناصرها يسمى عدد أبعاد الفضاء 

(أأ) تسمی المجموعة (غير الخالية) ¥ من عناصر الفضاء الخطى × فضاء خطيًا 
جز ت subspace)‏ 110627) من × إذا كان لكل ۲ ,ا ولكل ۳ ٤ط,ھ‏ يظل 
التركيب الخطي 2+01 عنصرا في ۷. 


في المثال (1.1) من الواضح آن متجهات الوحدة 
ره 0 انا رع 
تشکل أساسًا لكل من "۸8 فوق 8 و ٥"‏ فوق ۰6 كما أن المتجهات 
(0,3 ,...,0( > ول ,...,)0,...,0 dı = (i,‏ 
تشكل مع ,6 ,6,۰۰۰ أساسًا للفضاء ”© فوق ۸. ومن جهة آخری» فان قوی × 
XxX...‏ ,1 
تولد كثيرات الحدود. إذن عدد أبعاد كل من "15 الحقيقي و "© المركب هو 1ء 
بینما عدد أبعاد 007 الحقيقي 20. أما الفضاء/ فهو غير منتهي الأبعاد. 
سنستخدم الرمز مر للدلالة على كثيرات الحدود من الدرجة 1 فما دون» وهي 
تشكل فضاءً جزئيًًا من عدد أبعاده 0+1. كما أن مجموعة الدوال المعرفة على [5ية] 
ذات المشتقات المتصلة. ([8,6])!©, هي الأخرى فضاء جزئي من ([0)]8,5. وبصفة 
عامة» إذا كانت ([2:0]) ) مجموعة الدوال المعرفة على [2,0] ذات المشتقات 
المتصلة من الرتبة 8 فما دون» فان ([7)]3,5© تصبح فضاءً خطيًا (حقيقيًا أو مركبًا 
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بحسب اختيار الحقل ۴) ويكون ([۳)]8,0) فضاء جزئیا من ([8,6])"© لكل 2 < «د. 
واضح أن عدد أبعاد کل من (زطية]) 0 و CP([a,b])‏ « حیث 021 غير منته لأنهما 
يشملان كثيرات الحدود على [2,0]. 


(1.2) فضاء الضرب الداخلي 
تعريف (1.4) 
حاصل الضرب الداخلي (inner product)‏ في الفضاء الخطي × . المعرف فوق ۰1 
هو تطبيق من ××× إلى ۴ يعين لكل متجهين ٤×‏ لإر× حاصل ضربهما الداخلي 
(x,y) ۳‏ بحيث 
(i) (x,y) = (y ),( Vx,y eX‏ 
û (ax + by,Z) = a(x,z) + b(y,Z) Va,b eF, Vx,y,Zz eX‏ 
(ii) (x,x)>0 ۷‏ 
x=0‏ ج (iv) (x,x)=0‏ 
لاحظ أن (×رل) = (إ,×) عندما يكون × فضاء حقيقياء كماأن 
(إ ,»)3 = (2۷,) مما يعني أن الخاصة الخطية (31) المتوافرة في الخانة الأولى من 
حاصل الضرب الداخلي لا تتوافر في الخانة الثانية (إلا عندما يكون الفضاء حقيقيًا). 
باستخدام حاصل الضرب الداخلي في × یعرف قياس (أو طول) المتجه × بأنه 
(xx) <0‏ || 
وبالنظر إلى (11) و (۷) فان 0 = || إذا وفقط إذا كان 0 = ×. 
بهذه البنية التوبولوجية المستمّدّة من حاصل الضرب الداخلي» یصبح × 
فضاء توبول وجیا معرفا عليه مفهوم المسافة؛ ویسمی فضاء ضرب داخلسي 


.(inner product space) 
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منال (1.2) 


(i) 


(ii) 


(iii) 


في "۸ يعرّف حاصل الضرب الداخلي بين المتجهين 

X= (Xp... Xn) لا‎ = )۷1: ۰۰۰, Yn) 
بأنه‎ 
(x,y) << ++ ولام‎ 0.1 
فیکون قياس المتجه معرفا بالصيغة‎ 
عدا‎ Jx? +... تعر‎ (12 
„(Euclidean space) ويسم 2 عندئذ فضاءً إقليديًا‎ 
في 6۳ نعرّف‎ 

(2W) = 2۷ + ۰۰+ 2‏ 
“ارده ۰۰ + رما لد | 

في فضاء الدوال المتصلة على [8,6] نعرّف 


(fe) - j f0 200 dx و۷‎ eC([a,b]) (1.3) 


f= | ] FCO dx (1.4) 


وبالامکان التحقق من توافر الخواص (6» (فف). (ذن) و (17) المذكورة آنفًا 
فى هذه التعريفات (انظر تمرين 1.1.13). 


ن محط اهتمامنا فى هذه الدراسة فضاء الدوال المعرف عليه حا 
۰ في ر ۰ 


الضرب الداخلي (۰)1.3 وسنجد أن هذا التعریف يضفي على الفضاء بنية هندسية 
تمثل امتدادا للهندسة الإقليدية المعروفة في 187 بما فیها من مفاهیم وعلاقات» 
کالتعامد والتوازي وما إلى ذلك. وسنبداً باسترجاع مفاهیم الهندسة الاقليدية التي 
يهمنا تعمیمها إلى ([0,ع])0. 
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(a - b)” = a” - 290 + <0 
مع‎ 
2: b: 
a= الط لل لش‎ , 
زد‎ +--+ 7 b1 +... + 5 


حيث 8 > بط ,رھ لكل ذ» 0 * 387 ۰ 0 2:۳7 ۰ للحصول على 





a 1ے‎ 1 
Za? Eb? 2 Xaî 2 67 


وبعد التجميع على 1 من 1 إلى 2 يتحول الطرف الأيمن من هذه المتراجحة 
إلى ۰1 ونحصل على العلاقة 
Xa? JXb2 , aj,b; eR )1.5(‏ < رطرد< 
التي تعرف أحيانا بمتراجحة كوشي (راناهںوعم: رطءه)). لاحظ أن المتراجحة 
تتحول إلى مساواة عندما 0 = 5782 أو 0 - 3:52 . 

بالنظر إلى التعريفين (1.1) و (1.2) نستطيع الآن أن نعيد كتابة (1.5) بالصورة 
(xy) =llxllllyll ۷,۷ eR" (1.6)‏ 
التي تسمی متراجحة شفارتز .(Schwarz inequality)‏ عرف الزاوية 0 بين المتجهين 
× والا في "8 بأنها الزاوية التي تحقق المساواة 
(xy) = |۹۱ ۱۷۱۵ (1.7)‏ 
بما یتفق مع مفهوم الزاوية في الفضاء الثلاثي ۸. 

كما أن متراجحة شفارتز تقود إلى علاقة أخرى على درجة من الأهمية هي 
متراجحة المثلث (triangle inequality)‏ 
Vx,y eR" (1.8)‏ جاک + | 
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رز + (x+y,‏ = ار + »| 
+l‏ )yہ2(x‏ + »|= 
(ll + |"‏ > 
فنحصل على (1.8) باستخراج الجذر التربيعي للطرفين. ومتراجحة المثلث» کماهو 
معلوم » شرط لازم في أي تعريف لمفهوم المسافة. 
إذا كان 0× و 100 في المعادلة (1.7) فان 
0- ۶050 جه 0 = (x,y)‏ 
وهو شرط التعامد بين المتجهين ×و ل في *35. وبناء عليه نقدم التعريف التالي. 


تعريف (1.5) 

() في فضاء الضرب الداخلي × يقال إن المتجهين × و نز متعامدان 
)orthogon21(‏ إذا كان0 = (۷,) » ونعبر عن ذلك رمرًا بكتابة * 1 ۰۷ كما 
يقال إن المجموعة /1 من المتجهات في × متعامدة إذا كان كل متجهين في 
لا متعامدين. 

(1) يقال عن المجموعة /1 المتعامدة في × إنها متعامدة عياريًا (لهصمدمطاهه) 
إذا كان 1 ||| لكل ۷ <. 


من أبسط الأمثلة على المجموعة المتعامدة عياريًا في الفضاء الإقليدي 157 


متجهات الوحدة 
(1,0,...,0) ع رع 


(0,...,0,1) = ,6 
وهي تشكل أساسًا للفضاء 8 كما لاحظنا آنفا. 
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بصفة عامة إذا كانت المتجهات 
Xn‏ ...۰ ور ورگ 
متعامدة في ×» وکان 0 :× لكل ۰1 فهي مستقلة خطيًا. لنرى ذلك» نفترض أن 
هر 0 ينيج + ax + aX; +٠٠١‏ 
ثم نأخذ حاصل الضرب الداخلي لطرفي المعادلة مع »× فنحصل على 
صى »,1 دعا و 0= لاله ax (xxx)‏ 

مما يعني أن 0ه لكل . ومن المجموعة المتعامدة (,<)1,» حيث ۶0( نستطيع أن 
نكون المجموعة المتعامدة عياريا (||::||/:<) بقسمة كل متجه على قياسه. 

نعود مرة أخرى إلى الفضاء الإقليدي ”8 ونفرض أن × أي متجه في "8 › 
فهو إذن ممثّل بتركيب خطي من عناصر الأساس (:6) على النحو 
X = Di1 26 (1.9)‏ 
الآنء بأخذ حاصل الضرب الداخلي لطرفي المعادلة (1.9) مع »۰6 وبالنظر إلى أن 
المجموعة (©6 متعامدة عياريّاء فان 

(x, eza و‎ k=l,...,n 
ممثل بالصيغة‎ ×٤۸" أي أن كل متجه‎ 
x = ZÊ, (xe; (۵ 

ولأسباب غير خافية فان العدد )×,٥;(‏ يسمى إسقاط (0:0(60082) × على :6 كما 
يسمى المتجه :6( :ه,ءا) مسقط × في اتجاه :۵. وقياسا على ذلك إذا كان × و لا أي 
متجهين في فضاء الضرب الداخلي × بحيث ۰1۶0 فان (|الا||/لا.:*) هو إسقاط × 
على ۰۷ بينما يمثل المتجه ٠‏ 


( y ۱ 1__ )(( 
9 Moll 7 2 / 
۱۱۲۱۱/ yl از‎ 





مسقط × فى اتجاه ۷. 
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لنفرض الآن أن لدينا مجموعة من المتجهات المستقلة 
XS‏ وما وک 
في فضاء الضرب الداخلي × . هل یمکن تکوین مجموعة متعامدة منها؟ فيما يلي 
نقدم ما یعرف بطريقة قرام - شمیدت (0720-5090100) لتکوین المجموعة 
المتعامدة ول , . . . ,۷۱) بدلالة المجموعة (:) : 
نختار المتجه الأول بأنه ,× 
> إلا 

ثم نعرف المتجه الثاني بأنه × بعد أن نستخرج منه مسقط و في اتجاه رلاء أي 

_ 2 

ıl >‏ 
ونعرف المتجه الثالث بأنه و× بعد استخراج مسقطي و× في اتجاه ¥ و 1 
(x31) (x32)‏ 


۷2 = 2 





- رسیم ور = و 
"ام "ار 
وهكذا إلى أن نصل إلى المتجه الأخير 
Kes 52‏ و و2 
EEN)‏ و 


2 1 2 JY n-1 
yıl || اابو‎ 
وبامکان القاریء أن يتحقق من أن المجموعة (:۷) متعامدة.‎ 


تمارین (1.1) 
(1) استخدم خواص الفضاء الخطي × فوق ۴ لاثبات أن 
() 07-0 لكل xeX‏ 
(لاحظ أن 0 في الطرف الأيسر هو صفر الحقل ۴ بینما 0 في الطرف الأیمن 
هو المتجه الصفري). 
(i)‏ (0 6 ۷ (0 -0) < 0 = .2 


12 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
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-x = 1(۰ x )( 

فيما يلي عين الفضاءات الخطية ونوعها: 

(1) كثيرات الحدود من الدرجة 1 ذات المعاملات المركبة فوق الحقل '0. 
(11) كثيرات الحدود2 ذات المعاملات التخيلية فوق الحقل ۸. 

(نذن) مجموعة الأعداد الحقيقية خ[. 

أثبت أن المتجهات ,و , . . . ,كا مرتبطة خطيا إذا (وفقط إذا) وجد 
(1,...,2)ع]1 بحيث 


Xx = 2۳ ajX; , ره‎ ۳ 
i#k 


ثم | تن أن أي مجموعة (:*) من | لمتجهات (سواء كانت منتهية أم لا) 

مرتبطة خطيًا إذا آمکن التعبیر عن أحدها بترکیب خطي من مجموعة جزئية 
َه 

منتهية من بقيتها. 

أثبت أن المتجهات 


(ورک و ۰۰ 7F (X11‏ رک 


Xn 2 (Xn1s ۰۰. و‎ Xan) 
حيث 61 × لكل 1 و [مرتبطة خطيا إذا وفقط إذا كانت المحددة (>)اءل‎ 
تساوي الصفر.‎ 
آثبت أن المتجهین  و لا فى فضاء الضرب الداخلی الحقیقی متعامدان إذا‎ 
وفقط إذا كان‎ 
x+y = | + ۳ 


هل هذه العبارة صحيحة عندما یکون الفضاء مرکبا؟ 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 
(12) 


(13) 


(14) 


(15) 
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افرض أن × و لا متجهان في فضاء حاصل الضرب الداخلي × وأن ||۷|-]||. 
أثبت أن ر-× عمودي على 1+۷ إذا كان الفضاء × حقيقيا. 
افرض أن ۰0۱0۵1 ×=(×)رم»› 2د 00 على الفترة [1,1-]. استخدم 
العلاقة (1.3) لإيجاد 
(ı03) (i) (ı92) ©(‏ 
(iii)‏ ادج ,| (0 29,۳32 
عين الدوال المتعامدة في ([0,1])) من بين الدوال التالية 

4(x)=cos ۴‏ 0 ,276 ط91() 0 2(%)=x,‏ 0 ,1-() وب 
احسب مسقط الدالة طومع-(00] في ([7,7-])0) على کل من الدوال 

fı(%)=1, 155000-05 x, B(x)=cos 2x, -TSXST 

تحقق من أن الدوال ,ر ۰9 ۰0 و9 في تمرين (7) مستقلة خطيًا ثم استخرج 
منها مجموعة متعامدة باستخدام طريقة قرام شميدت. 
حول مجموعة الدوال المتعامدة في تمرين (10) إلى مجموعة متعامدة عياريًا. 
أثبت أن المجموعة (|*إ,*,1) مستقلة خطيًا في ([1,1-])0 ثم کون منها 
مجموعة متعامدة عياريًا. هل المجموعة مستقلة خطيا في ([6)]0,1؟ 
أثبت أن مجموعة الدوال (م1 ,۰.۰ ,و8 ,:1) مرتبطة خطيًا في ([طية])05-1) 
إذا وفقط إذا كان 0 = ()۴)اءل على [0به] حيث 1-ه > > 0ء ه > ز> 1. 
تحقق من تعامد مجموعة الدوال التالية على [1,1-] 


1 XxX 
9) =1, وج رج ×= )رو‎ = Vx ۶ 0,3(0) =0 


ثم استخرج منها مجموعة متعامدة عیاریا. 
حدد قيم 8: 25 © لكي تصبح الدالة 2+06 عمودية على كل من الدالتين 
1× و 1-< على الفترة [0,1]. 
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(16) آثبت أن 1-0 ذا وفقط إذا كان ۴0 لكل ([۰160)]2,0 ثم أعط مثالا لدالة 


معرفة على [ط,ه] بحيث 0-[1|| ولکن ۶ ليست الدالة الصفرية. 


(1.3) فضاء الدوال 2ے 
في فضاء الدوال المركبة المتصلة على [8,8] سبق أن عرفنا حاصل الضرب 


الداخلى بين الدالتين ؟ و ع بأنه 
(fg) = [5 50501 )1.10(‏ 
ومنه قياس الدالة 1 


dx )1.11(‏ “)| آل = قل IfIl=‏ 
والآن ستثبت صحة متراجحتي شفارتز (1.6) والمثلث (1.8) في فضاء الضرب 
الداخلي ([0به])0. لأي ([0)]3,5 1,86 لدينا 
2 2 
ا اقا ِ اد 
fll lel Nfl ell‏ 
حيث نفترض آن 0| و 0 فنحصل من ذلك 
اها امه 
10 
fll el < 1‏ ۳ 
(1.12) م |(f,g) > (fl,‏ > 
وإذا کان 0= lz‏ أو 0 -- زع || فان هذه المتراجحة ند تتحول الوم مساواة. أما إذا 
كانت الدالتان 4 و ع حقيفيتين فان متراجحة شفارتز تأخذ الصورة 
Kf, BD > ||| ||81|‏ > (ع (f,‏ 
ومن جهة أخرى فإن 








=1 








lf + "ازع‎ = (f +g, f +g) 
=| fll +2 "اه |( +(ع,6)6‎ 
<I +208 Nellellg2 | 
ا)-‎ 12 
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(1.13) العا + || > lel‏ ج 
حیث استفدنا من متراجحة شفارتز (1.12) في الحصول على متراجحة المثلث 
(1.13). 


استنادا إلى التعریف (1.11) لقیاس الدالة والعلاقة (1.13) نستطیع الآن أن 
نتحدث عن "المسافة" بين الدالتين ؟ و 8 في ([0)]8,0 على أنها اع|؛ 
فنستنتج أن 0-|۵-]| إذا وفقط إذا كان ع۴ على [3,5] (تمرين 1.1.16)» وهذا من 
مزايا التعامل مع فضاء الدوال المتصلة. إذ من المعلوم أننا لو سمحنا لإحدى الدالتين 
٤‏ و ع (أو كليهما) بأن تكون غير متصلة» فان المساواة 0=||ع-؟|| قد تتحقق دون أن 
تكون (800-(10 لجميع قيم ×. 

ومع ذلك فان ([0)]3,5© ليس الفضاء المناسب لأغراض هذه الدراسة لأنه 
ليس مغلقا بالنسبة لعملية أخذ النهاية» كما سيتضح في البند (1.4). لكننا في الوقت 
ذاته لا نستطيع أن نوسّع ([0)]3,5 بإضافة جميع الدوال غير المتصلة على [3,5]» بل 
نريد أن نتعامل مع تلك الدوال 8< [0,ه]: التي تحقق 
(1.14) م > وی ۲2 Ifll= JÈ‏ 
أي التي مربعاتها قابلة للمكاملة على [۰]2,0 لأن في ذلك ضمانا لوجود حاصل 
الضرب الداخلي (1,8) بين أي دالتين بموجب متراجحة شفارتز. هذه العبارة الأخيرة 
ليست في حقيقة الأمر صحيحة إلا إذا اعتبرنا التكامل على طريقة لبيق» لكننا 
لأغراض هذه الدراسة سنكتفي باعتبار التكامل على طريقة ريمان (بما في ذلك 
التكاملات المعتلة) لأن الاختلاف بينهما لا يظهر مع الدوال التي سنتطرق إليها. 

سنستخدم الرمز (2)8,5 عه للدلالة على مجموعة الدوال ؟ الحقيقية المعرفة 
على الفترة [2,0] بحيث © > «0() 17 19 » معرف عليها حاصل الضرب الداخلي 
(1.10) والقیاس (1.11). واضح أن (2)2,0 لب فضاء خطي لأن 

۷۵,۵2۴ ,(طبة)2 ل > ۷۵ || اا ۱/6/۳۱۵۱ lol‏ > زوق قهز > lafrpgll‏ 
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مما يعني أن (ارة)2 لب > لكن المساواة 0>-|1|| لا تعني أن 10-0 لكل 
[ط,ة] ع<:: فعلى سبيل المثال قد تكون 0-(«10 على الفترة [3,8]باستثناء عدد منته من 
نقاطها. سنعتبر كل دالة ۶ تحقق 0-|1]| ممثلة للدالة الصفرية في (,2)8 /- ولن نميّز بين 
دالتين (0,ع)2 ل > و إذا كان 0=||ع-۴||. وسنميز بين المساواة النقطية (80-(1000 على 
[به] والمساواة في (0ا,ع26 لب بكتابة (×)ع خ (×)۴ للدلالة على النوع الثاني » أي أن 
0 - اع - ]اج ع = ۲ 

وبالمئل یعرف فضاء الضرب الداخلي المرکب (2)8,0 بأنه مکون من 

الدوال المركبة (في متغير حقيقي) بحیث ‏ > ×ل »)۴| » مصرف عليه حاصل 


الضرب الداخلي 
(f.2) = ] (۵0۵‏ 
والقیاس 
dx‏ ۴و6 6 
بحيث تتحقق متراجحة شفارتز 
)1.15( (بم) 7 کی ۷۶,۵ الع| ۹(۶/(ع.۱)6 


سنستخدم الرمز (0,ه) 2‏ إذن للدلالة على فضاء الضرب الداخلي (الحقيقي 
أو المرکب) سواء كانت عناصر الفضاء من الدوال المعرفة على الفترة المغلقة [2,0] 
أم المفتوحة (8,5), لأن الدالة القابلة للتکامل على إحداهما تكون قابلة للتکامل على 
الأخرى. كما سنسمح أحيانا للفترة بأن تكون غير محدودة عند أحد طرفيها أو كليهما 
فنحصل بذلك على (2)8,©6 ٤ے‏ › (مارمه-)2 کب أو (2)8 کل -(م»,م-)2 لب . وسنكتب 


مجرد 2ك عندما تكون الفترة غير ذات أهمية أو غير محددة. 


* بعبارة أدق يمكن اعتبار عناصر (2)2,0 / صناف تكافؤ من الدوال تحددها العلاقة بم = ۶ ج 0 |إع - 6 ||. 
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مشال (1.3) 
حدد الدوال التي تنتمي إلى 7 ه واحسب قياس كل منها : 


۶ نی ن 
ME‏ الال e‏ 


iD f) =1/.lx , 0<x<1 


(ii) f() =1/%x , 0<x<1 
(iv) f(x) =1/x , 1<x<o 


الحل 
3 12 1 ۱ 
f (x)dx = | dx =1/2 , ۱۲۷2‏ 00 
1 1 ۱ 
iD | ee dk‏ 
Xx‏ € مجع x‏ 0 
lim logs‏ - = 
0جع 
00 = 
(2)0,1 ل » ۴f‏ ج 
0ت 000 
مجع 03 
6-۷3 
1 ۱ 
۱ ۰ عفر رل 60 


منال (1.4) 
مجموعة الدوال [. . . ,5102 ,60527 ,511 ,0051 ,1] متعامدة فى 27,7 4 
لأن 
1 
(1,cosnx) = 1 cos nxdx =0 VneN‏ 
—T‏ 


(1,sinnx) = ۳۳ nxdx =0 م‎ (۷ 
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17 
(cosnx,cosmx) = 1 cos nxcosmxdx‏ 
7 


= 2 [cos(n - m)x + 605) + m)x]dx 


7 








1 چم‎ I 2 مه‎ 
= 1 sin(n — M)X + sin(n + mM) 
2 ۲-۲ حم‎ 1 + 0 





7 
=0 , 0 


۲ 1 نل‎ : 
(sin nx, sin mx) - 1 sin nx sin mMxdx 
1 


1 [cos(n = m)x - cos(n + m)x]dx 
20-1: 
=0 , 1 ۶ 0 


(cosnx, sin mx) = 8 cos nx sin mxdx 
1 rr... , 
مت مد‎ 1 [sin (n + m)x - sin(n — m)x]dx 
2 2-7 
=0 , Vn,me N 


وبما أن 
7 - 1 


1/2 
1 
7 = تس cos‏ | | دمن 
1 


دم 


1/2 
|| 1و‎ nx|| = 9 = 7 
7 


1 ©0575 5127 005272 512217 


إن المجموعة |... ا ل" 

















منال (1.5) ۱ 
مجموعة الدوال (262 : *"أ6) متعامدة في فضاء الضرب الداخلي (70ر7-)2 ل 
المرکب . اذ أن 
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۱ ۱ 2 OB ree 
نی هلي ] - هام عقلی)‎ 

















وت 
رن × م نی كت 
1 
1 
كد م , gi(n-m)x‏ ا 
۳۳ (0 - )1 
1 1 
[cos(n - m)x + isin(n - m)x]‏ 5-3 
(۳0 - 100 
0 < 
كما أن 
1/2 0 
2 - ی 9 ] | -۳۱ع| 
=F‏ 
ع 1 1 
مما نی أن المج عة © و | متعامدة عياريان )20 لب 
يعني لمجمو ۹ ياريا في ) ( 
المركب. 


تمارين (1.2) 
(1) تحقق من تطابق متراجحة شفارتز ومتراجحة المثلث على الدالتين 100-1 
و )ع حيث 1 >< > 0. 
(2) حدد الدوال التي تنتمي للفضاء (,2)0 له واحسب قياس كل منها: 
(ii) sin x ()‏ ِ (زنن ی (iv)‏ 1/3 


1+x 





(3) متى تتحقق المساواة |/4[|||8||- (ع,؟) في (ط,ة)2 ل ؟ 
(4) متى تتحقق المساواة |+| = |+| في (طارة)2 ل ؟ 
(5) عين قيم » الحقيقية التي تجعل (2)0,1'/م ع" 


20 


(6) 
(7) 


(8) 


(9) 
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عين قیم » الحقيقية التى تجعل (2)1,0 له > 
إذا كانت الدالة + متصلة على (0,6] وتنتمی للفضاء (,2)0'ك فأثبت أن 
lim f(x) =0‏ . 


x0 
أثبت أن كل دالة في (طبة)2 لب حيث 0 > 9 >2 > ه-» قابلة للتكامل‎ 
على (3,5). أثبت أن العكس غير صحيح بإعطاء مثال لدالة قابلة للتكامل على‎ 
. (طية) لكنها لا تنتمي إلى (ط,ة)2 كه‎ 

إذا كانت الدالة ۶ محدودة وقابلة للتكامل على (0,0] فأثبت أنها تقع في 
(0,0) ٤ء‏ . أثبت أن العكس غير صحيح بإعطاء مشال لدالة محدودة في 
(,2)0 ل لكنها غير قابلة للتكامل على (ه ,0]. 


(10) عبر عن الدالة ٩103‏ فى (7,-)2 ل بدلالة الدوال المتعامدة 


.{1, cos x, sin X, COS 2x, Sin 2x, ...} 


(1.4) متتاليات الدوال وتقاربها 
نفرض أن لكل عد هناك دالة (حقيقية أو مركبة) وا معرفة الفترة 
ض مركبة) مآ معر 


الحقيقية 1. نقول عندئذ إن لدينا متتالية من الدوال ,1 المعرفة على 1. إذا كانت متتالية 
الأعداد (1:00 متقاربة عند كل نقطة × فى 21 وكان 


1ع ۷ )1 > (0)؟ lim‏ 
مج ]1 


قيل إن المتتالية ,1 متقار بة نتقطيًا )pointwise convergent)‏ من 21 وان الدالة 1 
المعرفة على 1 هی النهاية (النقطية) للمتتالية ,؟. نعبر عن ذلك اختصارا بكتابة 


lim fq = f 


n+ 0 
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3 


أو lim f, > f‏ 
أو f >f‏ 
لاحظ أن هذا التعريف للتقارب النقطي جم يعنى أن لكل 0<: ولكل 61 


يوجد عدد طبيعى × بحيث 
010 ع > 60| > ( < n‏ 


وأن العدد N‏ یعتمد على النقطة × كما یعتمد على العدد الموجب ». وفيما يلي 
بعض الأمثلة على هذا النوع من التقارب. 





مغال (1.6) 
)0 0= 20 > عم Vx ER, f(x) = sin‏ 
1 
1[>«ا>0 , 0 
f(x) = x" ¬+ f(x) = ۳ 5 (ii)‏ ,[0,1]ء Vx‏ 
کچ و 
ii‏ ل ابو 7 ىري TE E‏ 
(2 = 5 8 4 
x>0 9‏ و 1 عتم +1 9 
منال (1.7) 
لكل 7 نعرف متتالية الدوال ,4 على [0,1] بالقاعدة 
< ۶ , 0 
>> 0 , 218 () ,1 
1 > 1/۳0 و 0 
ونلاحظ أن 0-(5,)0 لكل ۰۸۶۷ كما أن لكل 0<× یوجد × بحیث × > (/1. 
إذن 


0= همع > ج نز دن 
n‏ 


فنستنتج أن 0ج على الفترة [0,1]. 
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أما إذا كان العدد N‏ في الاقتضاء (1.16) لا یعتمد على النقطة 2 أي اذ 
كان لكل 0< يوجد عدد طبيعي × بحيث 
n>N > |f,(x)-f(x)|<g ۶1 (1.17)‏ 
فان التقارب ۶« يكون منتظما (مممكنصت) ونميزه عن التقارب النقطي بكتابة 
]بل f‏ 

ومن الأمثلة على التقارب المنتظم مشال ((1.60) أعلاه» حيث 
0 سس رو ورزی 1ل > لأن 


Û Vx eR‏ > سممزة ط دن - وكا 
n 1‏ 


وبامکاننا تحقیق المتراجحة 8:00|>6| على الفترة [0,1] بکاملها إذا اخترنا 
0/6 أي إذا كان العدد N‏ في الاقتضاء (1.17) يزيد عن 1/6. 

أما التقارب 0ج" على (0,1] في مشال ((1.6011) فهو غير منتظم لأن 
الاقتضاء 

ع > "يرع [x"-0|‏ > آ < م 

لا يتحقق على الفترة (0,1] بكاملها إذا كانت 1 > ع > ۰0 وإنما على الفترة 
الجزئية ( ۲0,۷۶ إذ أن ع <"× لكل [1,٤#]ع‏ ×. 

كما أن التقارب ال - على (0,0) ليس منتظمًا لأن المتراجحة 








6 -1]- 1 > 


1+ عتم‎ 1+ nx 
. حيث 1 > 8 > 0 لا تتحقق لأي من قيم × في الفترة 5 [08/(ع-0,)1) مهما اخترنا‎ 
لاحظ أن التقارب المنتظم ۴ جل ,ا يقتضي التقارب النقطي 1,۶ ولكن‎ 
العكس غير صحيح » ولذلك فالدالة المرشحة لأن تكون نهاية منتظمة للمتتالية م1 هي‎ 
النهاية النقطية لهذه المتتالية.‎ 
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إذا كانت 1 متتالية معرفة على الفترة 1» فمن الواضح أن 
lim | )0- 20-0 ۷ 1‏ ج f, >f‏ 
ج111 
كما أن 


fq ج + لت‎ lim |منه‎ 1, (x) - ۶00-0 )1.18( 
ج11‎ xel 


وذلك بالرجوع إلى تعريف التقارب المنتظم. 

تتمتع الدوال با أحيانا بصفات خاصة» مثل الاتصال أو قابلية الاشتقاق أو 
قابلية التكامل » ويهمنا أن نعرف تأثير أخذ النهاية على هذه الصفات. فعلى سبيل 
المثال» إذا كانت ,5 دالة متصلة لكل 2 فهل ,1 lim‏ أيضا دالة متصلة؟ سنجد 
الاجابة على ذلك في النظرية التالية» وبإمكان القارىء الاطلاع على برهانها في 
المرجع [2]. 


نظرية (1.1) 

لتكن 8 متتالية من الدوال المعرفة على الفترة آ والمتقاربة نقطيًا من 

.1 على‎ f 

() إذا كانت و متصلة لكل 2 وكان التقارب # حم منتظمًا فان ؟ دالة متصلة 
على [. 

() إذا كانت ,5 قابلة للتكامل على الفترة المحدودة 1 لكل < وكان ۴ جل ب؟ 
فان ۴ قابلة للتكامل على 1ء كما أن lim J fn(x)dx‏ = ۶00۵ ] . 

(ف) إذا كانت ,5 قابلة للاشتقاق على 1 لكل >١‏ وكانت المتتالية »6 متقاربة بانتظام 
على 1» فان ,5 متقاربة بانتظام من ؟» كما أن ؟ قابلة للاشتقاق وتحقق 
۴ج ,ب على 1. 
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1 : u 3 5 ۰ ۰ 5 5 

با إلى , مثال (1.6) نلاحظ أن التقارب المنه 0 ول نونو تت 

بالرجوع إلى مثال (1.6) ن التقارب المنتظم * 

يحقق الفقرة (1) من النظرية كما يحقق الفقرة (ذ) لأن ×« مذو قابلة للتکامل على 

n 

أي فسترة محدودة من 8. لكن شروط الفقرة (111) لا تتحقق لأن 

cosnx‏ = نسم ل ف غير متقاربة عند بعض قيم × مشل ۲7۲ حيث 

"(1-)-27 ومه. أما المتتالية "× فى الفقرة (11) من المثال المذكور فعناصرها متصلة 

ولكن نهايتها غير متصلة (عند 1-*) لأن تقاربها غير منتظم. وهذه الملاحظة الأخيرة 
تنطبق أيضا على المتتالية ۰ 1 


عط +1 
فى المثال (1.7) نجد أن 





1 1/۳ 
و = 004 ور‎ ndx =1 Vn 


ع ۶ 5 9 1 0 
أي أن 1= (x)dx‏ ؟ lim J‏ بینما 0 = *۷(0) ,۴ ۳ تا يبدل على أن 


التقارب 0« ليس منتظماء وهذا واضح من أن 2( Sup‏ . 


01 
من جهة آخری فان 


1 1 
lim | x"dx = 0= | lim x" dx 
مجو 0 0 مب‎ 


مع أن التقارب 0<-2 ليس منتظما على [۰]0,1 ممایدل على أن الشروط 
المنصوص علیها في نظرية (1.1) شروط كافية ولیست لازمة. 


إذا كانت 1 متتالية من الدوال المعرفة على 1 فان المتسلسلة غير المنتهية 
2۱۶۲6 تعرف بأنها نهاية متتالية المجاميع الجزئية (×) »أ < = 5,0۵ 
oO 5 n‏ 
fk (>)‏ رارج lim Sq (%) = lim‏ = کی 
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حيثما وجدت هذه النهاية. سنفترض وجود النهاية (×) م5 صذا = (×)8 على 1ء 
موج ۱ 
ونطبق النظرية (1.1) على المتتالية م5 المتقاربة نقطيا على 1 من 2۳۶ - 5 


نتيجة (1.1.1) 
(0 إذا كانت 1 متصلة على 1 لكل 6 (مما يعني أن ,5 متصلة لكل 0) وكان 
التقارب ٩,5‏ منتظماء فان المتسلسلة ,2۳۲ = 5 أيضا متصلة على 1. 
() إذا كانت f»‏ قابلة للتكامل على 1 لكل 1 وكان التقارب 5ج,5 منتظماء فان 

المتسلسلة +3714 - 5 أيضا قابلة للتكامل على 1ء ولدینا 
fı ZF fk = ۲‏ 
(11) إذا كانت ع5 قابلة للاشتقاق على 1 لكل ۰1 وكانت المتتالية ٩‏ 2 = ”© 
متقارية بانتظام على ۰1 فان 5ج و8 » كما أن 2۳6 - 5 قابلة 
للاشتقاق على 1 وتحقق 
(ZT fk)’ = 2 fk‏ 


يتضح من ذلك أن التقارب المنتظم للمتسلسلة غير المنتهية يتيح مجالا أوسع 
الفا هلان رة اة رفا شار ل زرط كاف (ولسنة 
لازمة) لضمان هذا النوع من التقارب. 


نظرية (1.2) (اختبار فايرشتراس ۵۱۵۲۵۹۲۵95 ۷۷) 
لتكن ,1 متتالية من الدوال المعرفة 1ء ولتكن ,۷1 متتالية من الأعداد الموجبة بحيث 
V xel, ne N‏ :)| 
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البرهان 
افرض أن 0<ع. لدینا 
VxelneN‏ علطب زر كا ا SEIS‏ - وي | 
بما أن ,2۳24 متقارية فان هناك × بحيث 
JY” Mg >‏ ج21 < 2 
o Vx 21‏ >|(۱)؟ ۱ < - ()1 IT‏ 
فنستنتج» بناء على التعریف » أن المتسلسلة »۴ 37 متقارية بانتظام. لا 


ملحوظة: يقال إن المتسلسلة م53:71 متقارب طلقا (absolutely convergent)‏ إذا 
كانت المتسلسلة |٤|‏ < متقاربة» وعلى ذلك فان شروط النظرية (1.2) تضمن أن 
تقارب المتسلسلة ,2۳ مطلق بالإضافة إلى أنه منتظم. 


مغال (1.8) 


( + المسلسلة و زر متقاربة بانتظام على +1 لأن 


5 sin nx 
n 








لع 
2 
ان یت < متقا رة أن ووك سا فاد 
والمتسلسلة 7 بر متقارية. ويما أن 26 0و-< متصلة لكل 2 فان 
n 12‏ 
عنص صو < تمثل دالة متصلة على ۸. كما أن 
n‏ 


0.1 ي‎ o [ : 
(= sind = 2 00 sin nxdx 


(ii) 


(1) 


(2) 


(3) 
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أما متسلسلة المشتقات 


E: اين‎ 90 = 2 0 


ا ل تن 


Vx eR‏ ا ا 
n‏ 1 1 1 





المتسلسلة sin nx‏ 2 متقاربة بانتظام 0 فايرشتراس) كما أن 

2 چ‎ sin nx) = E ل‎ COSIX 

1 
متقاربة بانتظام ؛ وبالتالى فإن 0 
۶ 0057 تت ۳ = و gin‏ تت دده 
1 0 
تمارين (1.3) 
)0 حيث ×€R‏ (1) × حيث 0>>0 


1+ xP 


. 615 حيث‎ sin nx (iil) 
حدد نوع التقارب لكل من المتتاليات‎ 


حيث 2 > ×> 0 (01) ×۷ حيث 1> ×>0 





> ¢ 


1+x 
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(4) 


(5) 
(6) 


(7) 


(9) 


الطرائق الرياضية 


nx, Osx<1/n 
00 - 1 , 1/8 > 1 


ثم قرر ما إذا كانت المساواة التالية صحيحة أم لا 
1 ام _. 
lim fn (%)dx‏ و = fq (%)dx‏ و im‏ 
احسب نهاية المتتالية 
> > 0 و nx‏ 
و 24 (0) و 
n , l/n<xs1‏ 
1۳ 
وحدد نوع التقارب علی [0,1]. 
احسب نهاية المتتالية "( 0)1-6-(0),] على [0,1] وحدد نوع التقارب. 


آثبت أن التقارب 0 ج شش منتظم على [0,3] لأي 2<0 وغير منتظم على 


2 ۲ 1 
.]0,0( 





1/8 ۰. [6۲ 


افر ض أن ت f‏ واستنتم أن 0ب ,]1 
فرص ال n(x) |x|> n‏ و ج ال n‏ 


احسب 96() و5 | ا وبين لماذا لا تساوي 0 حسب النظرية (1.1). 
عين مجال التقارب ونوعه للمتسلسلة cT fn‏ حيث 


x 





fn (x) = 





() سب( (ه6 


1+ x" n +x 
إذا كانت ,2۳2 متقاربة مطلقا فأثبت أن 51 وه 207 متقارية بانتظام‎ 


على 8. 
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(10) أثبت أن 


5 
درم‎ ] ۳۳ 0 
XxX 


111 





o 1 8 00 5‏ 
عندما ج1 , ثم استخدم ذلك لاستنتاج أن التكامل المعتل × و 


|sin x| 





xX 
تسمى المتسلسلة‎ )11( 
95 n 2 
"م۵ ور2‎ = ao + ۵+ ax +. 


متسلسلة قوی (567165 ۳0۷76۶)» ومن المعلوم (انظر [2]) أنها متقاربة فى 
)-R,(‏ ومتباعدة خارج [۸,۸-]» حيث 


-1 
R = | li = ف[‎ 
| im lanl | = im 


n+ 


an 
a 


>0 











n+1 


إذا كان ۸<0 استخدم اختبار فايرشتراس لإثبات أن متسلسلة القوى متقاربة 
بانتظام على [-Rte, R-e]‏ حيث 8 أي عدد موجب (أقل من 04 

(12) استنتج من التمرين (11) أن متسلسلة القوى ",۵ 26 = (10 دالة متصلة 
على »)-۸,R(‏ ثم أثبت أنها قابلة للاشتقاق على »)-۸,R(‏ حيث 
.f'(x) = 2 0۵‏ 

(13) استنتج من التمرين (12) أن متسلسلة القوى ",378 = (×)۴ قابلة 
للاشتقاق أي عدد من المرات على (۸,۸-) وأن 

a, = f® )0(/0۱ Vn=0,1,2,... 

(14) استخدم نتيجة التمرين (13) لإيجاد متسلسلات القوى (متسلسلات تيلور) 

التى تمثل الدوال الأسية والمثلثية 
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م "007 2 = × 


x 2+1 


E DRT 





على 8 ¢ ومن ثم استنتج علاقة أويلر (16۶) الشهيرة 


cos x +1 sin x‏ = خلم 


حيث 1[-ل =1. 


(1.5) التقارب في 2ل 
تعریف (1.6) 


نقول عن متتالبة الدوال (262,0 که ,1 إنها متقاربة فى 422 إذا كان هناك دالة 
(طارة)2 كك 1 بحيث 


0 > | = ب|| lim‏ 
nyo‏ 
أي إذا كان لكل 2<0 يوجد × بحيث 
ع > || > اا < م 


2 
ونعبر عن ذلك رمزا بكتابة ۴ ج ,؟ » ونسمي ؟ نهاية رک في (حارة)2 £ . 
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مثال (1.9) 
2 
() فى مثال (1.6) وجدنا أن 0« نقطیاء فهل 0 جک "× ؟ 


1 
||" - 02 = j xax 


3 1 
21+ 1 





2 
نعم إن 0وک "×. 
() کذلك وجدنا في مثال (1.7) أن 0ج نقطياء حيث 
۱0 , 0 
0۵ , 248 () ,1 
1 > 1/۳8 , 0 
وسننظر الآن في صحة هذا التقارب في 2 له . 
/1 
VneN‏ م 207و ۳ = 0۳ - || 
0 |0 - ب]||جد 
مما يعنى أن متتالية الدوال ,1 غير متقاربة من 0 في (2)0,1 'ك. 
يدل هذا المشال على أن التقارب النقطی جم لا يقتضي التقارب 
2 
۶ جك وا . ولكن يظل السؤال: إذا كانت المتتالية ,۶ متقاربة نقطيا من دالة ما 
2 ع ع 
2 ع ولكن ۴ج ,8 فهل يمكن أن تكون ,ا متقاربة في 2 "كل (أي من دالة 
أخرى)؟ والإجابة بالنفى» فإذا تحقق التقارب النقطي للمتتالية جم فان التقارب في 
2ل إن وجدء فسيكون من نهاية م النقطية 1. وعندئذ يصبح اختبار التقارب في 
2 له اختبارا لصحة المساواة 
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lim lf, - ۶0‏ 
0ج ([ 
ولكن» من جهة أخرى» قد تکون المتتالية , متقاربة في 2 له دون أن تکون 
متقاربة نقطياء وسنری مثالا على ذلك فى نهاية هذا البند. هناك » على أية حال» 
وسيلة لاختبار التقارب فى 2 ك دون التطرق إلى التقارب النقطى» وذلك بتطبيق 
معيار كوشي كما سنعرض في نظرية (1.3). 
خلاصة القول أن ليس هناك علاقة اقتضاء بين التقارب النقطى للمتتالية 
والتقارب فى 2 'ك » ولكن فى حالة تحقق هذين النوعين من التقارب فان النهاية 
واحدة (في 2 'ك). أما التقارب المنتظم جل م1 فهو يقتضي التقارب النقطي 
۶ 00 2 اه 
كينا سلفنا» وسنری الآن انه يقتضي ار کے آیضا ان کانت کل 
من الدوال ,و ؟ فی (20 لد والفترة آ محدودة. 
dx‏ |( - وما | fl = Him‏ = وکا lim‏ 
no "1‏ مجم 
lim |, - ۳/۲ dx‏ | = 
مج و1 
0= 
حيث تستند المساواة الثانية إلى الفقرة (ف1) من النظرية (1.1). 
بناء على التعريف (1.6) للتقارب فى 2 اء فان المتسلسلة 2۳ ۰ حيث 2 لہ ع 
متقارية فى 2ك إذا كان هناك دالة 2 لب ۴٤‏ بحيث 0 =ا|م؟ 7= - lim ||f‏ . 
هب1 


مغال (1.10) 


فى مثال (1.8) وجدنا أن 
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0 وت 2 = 0٩ج‏ »ما ٩,0 = 2 sin‏ 
فالدالة 56 إذن متصلة 0 الفترة [7,-] ؛ كما أن ا 6 وعلی ذلك فان 
2ے 


nl . o1 . 
رم‎ E —sinkx , ا‎ - > > 


أي أن المتسلسلة ع1 ماو 2 متقاربة في (77 (r,‏ له . 

أما المتسلسلة ا وزو أ 2 فلا نستطيع أن نقرر ما إذا كانت متقاربة أم 
متباعدة في  2)-,70(‏ بالوسائل المتاحة. لكننا نقدم فيما يلي تعریفا لمتتالية كوشي 
في 2 له » قياسًا على تعريف هذا المفهوم في 8 (انظر [1]) » يسمح لنا بالبت في 


تعريف (1.7) 
تسمی المتتالية 2 لب ,1 متتالية كوشي (56906066 (إطءدة0) إذا كان لكل 0<ع 


يوجد Ne N‏ بحيث 


m,n > N رات‎ > 


ضح أن كل متتالية متقاربة في 7 له هي متتالية كوشي لأنه» على افتراض أن 
رت وگ › فان 


أمظ ل م || = المك-مذاا 
fmf‏ + || ک 


وبوسعنا أن نجعل الطرف الأيمن من هذه المتراجحة صغيرًا بالدرجة المطلوبة باختبار 
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أما العبارة العكسية بأن كل متتالية كوشي في 2 'ك متقاربة من دالة في ”اء فهي 
من خواص الفضاء 2 ا الأساسية» التي تعرف بخاصة التمام . وتناظر خاصة التمام 
في 8 (انظر [1]). 


نظرية (1.3) 


2 
لكل متتالية کوشی ٤,‏ فی 2 ٥ہ‏ يوجد 2 ل ۴€ بحيث ۴ جگ م8. 


هناك نظرية أخرى تنص على أن لكل دالة (2),0 لب 56 يوجد متتالية من الدوال 
ال على 210 بحبح ي ي > أي أن مجموعة الدوال المتصلة 
([2,0])) كثيفة في (ط,2)8 له على غرار كثافة الأعداد النسبية في ۸ (مع اختلاف 
قياس التقارب)» لكننا لن نستخدم هذه النتيجة. يمكن الاطلاع على برهان كل من 
النظرية (1.3) ونظرية الكثافة في [10]. 


منال (1.11) 
بالاستناد إلى نظرية (1.3) نستطيع الآن أن نبت فى تقارب المتسلسلة 
١ ۳ 1 ۰‏ 
E‏ رم > إذان 
sin 00"‏ 7 لراك ماما 2 - D3 sin kx‏ 


على افتراض أن 20 والآنء من تعامد المجموعة ( 10166 مذة) في 
(7,7-)2 ل (راجع مثال (1.4)) نرى أن 
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۳2 ıı sin kx ای‎ = 


o0 1‏ 
ومن تقارب المتسلسلة ر رم فان لكل 8<0 يوجد ۲ بحيث 


[ ه 1 
000 جح 71 < ور < 9 


فنستتتجء بناء على النظرية (1.3)ء أن المتسلسلة sin kx‏ 2 متقاربة في 
(RT)‏ الى . 

وبالمثل فإن المتسلسلة Xf coskx‏ متقاربة في (7, )2 الى ٠‏ مع أن هذه 
الأخيرة متباعدة نقطيا على [7,7-] لأنها متباعدة عند 0=×. 


(1.6) المجموعات المتعامدة في 2 
سنفترض فيما يلي أن {Qn: neN}‏ مجموعه ة متعامدة فى 2 گم بحیث 0(« 
كوه زذا کانت ا متلة بترکیب خطي منته من عناصر (ی) با لشکا 
f= Pk (1.19)‏ 
ان 
i=1...,0‏ , ازواانه - (fo)‏ 


)9( _ 
"ارم 


1 


مما يعنى أن التمثيل (1.19) للدالة ؟ هو تحدیدا 


fx) 
f= 3 517 
2 ۳ 
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۱ 


حيث N}‏ € 0 = و ) هی المجموعة المتعامدة عياريًا المولدة من (,0). 
Qn‏ 


من جهة آخری. إذا كانت ؟ أي دالة في 2ء » فإنه يهمنا أن نحصل على أفضل 
(,0). أي نريد أن نختار المعاملات »» للحصول على أصغر قيمة للعدد غير السالب 
اله هرح - || 
لاحظ أن 
De Ox)‏ = تميس Ta orl = (f= To‏ - 5 
lox‏ ار + Reo (ox f)‏ 22 قاد 


nl (f. x) 
' "ام‎ 


-||5[|2- 





(oxf) , 


n 2 2 
+ || o «| | lax? ~2 Re ox 
رها‎ lox 


_ (Êk) آلب‎ 
loll 


حيث تظهر المعاملات »» في الحد الأخير من الطرف الأيمن 


0 








i (f, 
=8 ما + 1 ا‎ 0 


ال ۹۹ 
"|| 


< 0 








ومن الواضح أن الاختیار 
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(9k)‏ _ 
۳ 
يعطي القيمة الصغری للمقدار |20,۱- ۰۱۱ وهي 





2 

1.0 |), 9, 

01.20 نج و وا | 
lox‏ || 


f, 2 


۳2۹ 
وحیث إن هذه العلاقة صحيحة لكل 2 فهی إذن صحيحة فى النهاية عندما هجو 
ی أن 


00 f, 
EP <P 1.2 
ox 


تسمى العلاقة (1.21) متراجحة بيسل (106010121117 95 وهي صحيحة لكل 
مجموعة متعامدة ,© في 2 لب ولكل 2 كل ٤؟.‏ 


بالنظر إلى (1.20) فان متراجحة بيسل تتحول إلى مساواة إذا وفقط إذا كان 


لماه 


۳۳۹3 


2 0 











أى إذا كان 


: o0 1 
E 
۳۹ 
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وهمذا یستی آن تناه انار في 2 ه بالمتسلسلة 0,9 2۳ کت 
لهم _ 
"اه 


تعریف (1.8) 
يقال عن المجموعة ((>0,:0) المتعامدة في 2 إنها تامة (عاع(مهه) إذا كان 
لكل ل f€‏ فان 


o (fa) 
1 
ام‎ ۳۹ 


عندما تتحقق المساواة فى متراجحة بیسل» فان المعادلة الناتجة 


f, 
0۳ - ۳۳ 9n 2 022 


تسمی علاقة (أو متطابقة) بارسيفال (۲612/107 6356721:5). وقد توصلنا إلى 


التشخيص التالي للمجموعة التامة في 2 . 


نظرية (1.4) 
تكون المجموعة (]/ 10:2 المتعامدة ف في 2 لب تامة إذا وفقط إذا تحققت علا 
بارسیفال (1.22) لکل 2 له ع]. 


3 


0 
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ملحوظات 
(1) وجدنا آننا نحصل على أفضل تقريب م0 © 2:7 للدالة ۴ بالنسبة للقياس || 
باختيار 2||ج©|1/(.ب,) = » وأن هذا الاختيار لا يتأثر بالعدد 2. 
(2) عندما تكون المجموعة المتعامدة ( ©0:,/لا) عيارية فان متراجحة بیسل 
تأخذ الصورة 
تاک Zr (f wa)‏ 
وتتحول علاقة بارسيفال إلى 
تم II = ZF If‏ 
(3) بما أن >|/| فمن معلوماتنا عن تقارب المتسلسلات نستنتج من متراجحة 
بيسل أن 0 <- (م ۶,۷۷) عندما مجه لأي 2 “ل ٤؟»‏ سواء كانت المجموعة 
المتعامدة عياريًا (مل) تامة أم لا. 


من علاقة بارسيفال نحصل على 
2۲۱6۷ = ۳ 

ویمکن اعتبار هذه المساواة تعمیما لنظرية فیثاغورس من "15 إلى * مه » حيث یمشل 
الطرف الأيسر مربع طول المتجه ویمثل الطرف الأيمن مجموع مربعات آطوال 
المساقط . وحقيقة الأمر أن فضاء الضرب الداخلي 2 هو التوسیع الطبيعي للفضاء 
الإقليدي ذي الأبعاد المنتهية إلى فضاء غير منتهي الابعاد» فهو يتمتع بنصیب 
وافر من البنية الهندسية القائمة في الفضاء الإقليدي 187. كما أن صفة التمام 
التي نصت عليها نظرية (1.3) تضمن انغلاق 7ب بالنسبة لعملية أخذ النهاية على 
متتاليات كوشي» وهذا يتيح لنا قدرا كبيرا من المرونة في إجراء العمليات التحليلية. 
يسمى 2 لب فضاء هيلبرت (306م5 11110616) نسبة إلى الرياضي الألماني الکبسیر 
.David Hilbert (1862-1943)‏ 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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تمارين (1.4) 
احسب النهاية فى (2)0,1 'ك » إن وجدت, للمتتالية 


O0Osx<1/n‏ ج _ ع 
رن و كار 


إذا كانت lanl‏ 2 متقاربة فأثبت آن تاره 2 متقاربة ومن ثم استنتح أن 
خقط داك وه 1< متقاربة فى (7, 7 )2 الى وأنها تمثل دالة متصلة على [7,7-]. 
حدد المعاملات نه فى الدالة 


۰ 5 : 
021 E 22 SIN TIX + 43 sin x 


للحصول على أفضل تقريب في (2)0,2 "لك للدالة 
0<x<2‏ , 1-1 
حدد المعاملات زه و :0 في الدالة 
2x + bysin 2x‏ 05عية + x + b,sin x‏ 3/605 + مه 
للحصول على أفضل تقريب في (7,::-)2 ی للدالة 
f(s) = |x| Vxe[-r,r]‏ 
على افتراض أن 


- سر‎ ۱ ETE ES 
a 12 2 


استخدم علاقة بارسيفال للحصول على ETE‏ دك 

21 
a2 1۳‏ 21 متقاربة 
والمتسلسلة ر8 و2 متب‌اعدة. استنتج نوع التقارب الممکن للمتسلسلة 


.-7 5X 57 حیث‎ 2] 2 6 


١الفصل‏ الثاني 


مسألة شتورم- لیوفیل 


تنشأ الدوال المتعامدة بصورة طبيعية کحلول لمعادلات تفاضلية من الرتبة 
الثانية بشروط حدية معينة. وفي هذا الفصل سنوجه اهتمامنا إلى نوع خاص من هذه 
المعادلات يعود الفضل في دراستها واستنباط خواص حلولها إلى الرياضي 
السويسري جاك شتورم (1803-1855) 1360116 والرياضي الفرنسي جوزیف 
لیوفیل (1809-1862) Joseph Liouville‏ في القرن التاسع عشر الميلادي. 


(2.1) المعادلة الخطية ذات الرتبة الثانية 

الصيغة العامة للمعادلة التفاضلية الخطية ذات الرتبة الثانية على الفترة الحقيقية 
آ هي 
a2(x)y = f(%) (2.1)‏ + هید + ao(x)y”‏ 
وهي تمثل الموذ الغالب في وصسف الظواهر الطبيعية: قسمی المعادله (2.1) 
متجانسة (60502086560105) إذا كانت 0 < ۶ على ]. أية دالة (000 قابلة للاشتقاق 
مرتین علی 1 تسمی خلا للمعادلة [ذا حققت المساواة 

a2(%)ç(x) = f(x) ۷۶1‏ + 2۱0۵0۵۵ + (۲۳۵۵()مة 
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إذا كانت الدالة (×)مه لا تساوي الصفر على 1 فان المعادلة (2.1)» بعد القسمة 
على ۵000 تأخذ الشكل 
qy’ + ۲۵۵ = g(x) (2.2)‏ + ۲ 
حيث 8/80 = »٩‏ (ه/ية = ۰۲ 1/80 = ع. واضح أن المعادلتين (2.1) و (2.2) 
متکافتتان (أي أن لهما نفس الحلول) طالما أن ۶0(×)مه على 21 ويقال عندئذ إن 
المعادلة التفاضلية (2.1) منتظمة (تعلباعع) على الفترة 1. أما إذا كانت 0 = (6)م2 عند 
نقطة ماه في 1 فان © تسمى نقطة شاذة (أمذمم تدابعمزه) للمعادلة (2.1): كما يقال 
عن المعادلة (2.1) عندئذ إنها شاذة عند النقطة ه. 

من المعلوم؛ حسب نظرية الوجود والوحدانية (انظر [7] أو [4])ء أنه إذا 
كانت الدوال ۰0 ۰۲ ع جميعها متصلة على الفترة 1 وكانت 0< أي نقطة في 1 فان لأي 
عددين و و" يوجد للمعادلة (2.2) حل وحيد (96 يحقق 
(Xo) = 5Š , Q'(xo) > 1 )2.3(‏ 
تسمی المعادلتان (2.3) آحبانا شروطا ابتدائية (عدهنانقم اهتازم) باعتبار المتخیر × 
یمثل الزمن » كما تسمی شروطا حدية في آحبان أخرى» وعلی وجه الخصوص عندما 
تکون × آحد طرفي الفترة 1. وتبعا لذلك یسمی نظام المعادلات (2.2) و (2.3) مسألة 
ابتدائية (initial-value problem)‏ أو مسألة حدية .(boundany-value problem)‏ 

فيما يلي نلخص النتائج المعروفة عن حلول المعادلة التفاضلية (2.2): 
(1) للمعادلة المتجانسة 
r(x)y = 0 (2.4)‏ + و00 + y”‏ 

حلان مستقلان خطيًا (:لا و (×)2ء ويشكل التركيب الخطي منهما 

cay2(x)‏ + )زره 
الحل العام للمعادلة (2.4)» حيث إن و ره أي ثابتين» وعندما تكون 
0= = ره نحصل على الحل التافه (رoناں‏ ]مء .y)»( = 0 trivia‏ 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
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إذا كان (×)رر أي حل للمعادلة غير المتجانسة (2.2) فان و62۷ + 6۱۷۱ + ول 
هو الحل العام للمعادلة (2.2). يتحدد الثابتان ره و وه بطبيعة الحال بعد تطبيق 
الشرطين (2.3)» فنحصل على الحل الوحيد المشار إليه آنفا. 
عندما يكون المعاملان 0 و ۲ ثابتين فان الحل العام للمعادلة (2.4) يأخذ 
الشكل 
تون + ce"‏ 
حيث 22 و د" جذرا المعادلة 0 = ۲+ 00 + ص . وعندما يتساوى الجذران 
فان الحل العام يكون على الصورة "ره + "عر حيث 20 > رص = 1207 
عندما تکون ×/ھ = (۰00 ی = (۲)۸ حيث 061 وکل من ,2 و ره ثابت 
فان المعادلة (2.4) تكافئ 
xy” + a,xy' + ay = 0‏ 
المعروفة بمعادلة كوشي - أويلر رجمتلقنوه erاEu-Cauchy)»‏ والحل 
العام لهذه المعادلة هو 
cx": + cax"‏ 
حيث ۳ و دص جذرا المعادلة 0 = (ره-ره) + ص(1-رa)‏ + .m‏ وعندما 
يتساوى الجذران يصبح الحل × 108 "ر + ره 
إذا كان المعاملان ٩)×(‏ و ()۲ دالتين تحليليتين حول نقطة ماه في الفترة 1 
فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة (2.4) أيضا دالة تحليلية حول النقطة 6 
ممثلة بمتسلسلة القوى 
n(x =e)"‏ ور 
المتقاربة في فترة التقارب المشتركة للدالتين 4 و ۲. تتحدد المعاملات هة 
بدلالة الثابتين الاختياريين م3 و ,2 بعد التعويض في المعادلة (2.4). 
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باعتبار [2,0]-1 قد تأخذ الشروط الحدية على المعادلة (2.1) أحد الأشكال 


: التالية‎ 
() yo) =5. Y'(xo) 2۲ , xoe {a,b} 
(i) y(a) = رق‎ y(b) = n 
(ii) y'(a) = ,رق‎ y'(b) = 1 
أو بصفة عامة‎ 


0)2( + aay'(a) + agy(b) + (ط)'لابه‎ = Š )2.5( 

B,y(b) + و۵‎ )0( + B3y(a) + ۵۲ )2( = n 
)2.5( حیث :0 و 8 آعداد ثابتة (لیست كلها أصفارًا). نسمي الشروط الحدية‎ 
متجانسة (9ا6060ع0۳0) إذا كان 0 = » = 5, ومنفصلة (2060تووعو) إذا‎ 
كان0 = يق = وق = يه = وه آي إذا كان‎ 
0,۷6۵( + (ه)لايه‎ = Š (2.6) 

Bıy(b) + Bay'(b) = n 

وهي التي تهمنا بالدرجة الأولى في هذه المعالجة. كما تسمى الشروط الحدية 
دورية (06110010) إذا كان 


y(a) = y(b) , y'(a) > y'(b) (2.7) 
)2.1( تعريف‎ 
تسمى المحددة‎ 1, geC لأي دالتين‎ 
_fO 8200| _ ۱ ۱ 
۷۷ )۶)(, زع‎ = ۳۵ 20 = 10(2)( - 800100 








رونسکیان (صھkiیرهW)‏ الدالتین ۶ و 8. 
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واضح أن ۷ دالة في المتفیر ×» ولذلك نرمز لها (تجاورًا) بالرمز ۱۷6۵ 
عندما نرغب في إبراز هذه الصفة. وسنرى الآن أن دالة الرونسكيان تقوم بدور مهم 
في تحديد خواص حلول المعادلة التفاضلية» وهو دور يستند في الأساس على 


النتيجة التالية. 
تمهيد (2.1) 

إذا كان (×)رر و (×)رل حلين للمعادلة المتجانسة 

y”" 900 + r(x)y > 0 )2.8( 


على الفترة 1 فإما أن 0 = (يلا, ,)777 على 1 بکاملها أو أن ۷)»(#0 لأي [ع×. 


البرهان 
من التعريف (2.1) لدينا 
الاولا - لاح ۷۷۳ 
وبما أن رلا و را حلان للمعادلة (2.8) فان 
0= ۱۲۲۷۱ ۷۱ 
0= 1۷+ 085 + 12 
0= (إلاولا - ۹0۱5 ]12 YY‏ > 


W’ + 0۷۷ =0 
=> W(x) = 0۵) 20) (2.9( 


ملحوظة: من الصيغة (2.9) نستنتج أن ۷ دالة متصلة على 1 وأن لها بالتالي إشارة 
واحدة على هذه الفترة» كما نستنتج أن 777 أيضا متصلة على 1. 
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تمهيد (2.2) 

يكون حلا المعادلة (2.8) رلا و ولا مستقلین خطيًا على 1 إذا وفقط إذا كان 
0 ۶ (ول,177)397 على 1. 

البرهان 


لنفرض أولا أن إلا و دلا مرتبطان خطيّاء وستثبت أن 0 > (يل[,18/09. إذا كان أحد 
الحلين صفرا فمن الواضح أن 0 = (2لررل)وإذالم يكن أحدهما صفرًا فان 
اله > يلء حيث 0 ©» ونحصل مرة أخرى على المساواة 0 = (ل,1)9. 

من جهة أخرى » إذا كان 0 = (ولا,,/ز)/17 عند نقطة ما في 1 فمن التمهيد (2.1) 
تكون 0 = (:ل,717)9 على الفترة آ بكاملهاء فنستنتح عندئذ أن المتجهين (,۲) 
و(ر02,۷) مرتبطان خطيا (راجع التمرين 1.1.13)» وعليه فإن إلا و دلا مرتبطان 
خهیا. 0 


ملحوظة: لاحظ آننا في الشق الأول من البرهان لم نستفد من أن إلا و ولا حلان 
للمعادلة (2.8). 


منال (2.1) 
للمعادلة التفاصلية 
(2.10) عدو "ر 
حلان مستقلان هما × 608 و × 517 وبالتالي فان الحل العام هو 
sin X‏ وه + x‏ ومعره = y(x)‏ 
لاحظ أن 
W(cosx,sinx) = cos*x + sinx = 1‏ 


إذا اعتبرنا المعاذلة (2.10) معطاة على الفترة [0,70] تحت الشروط الحدية 
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y(0) =0, y'(0)=1 
فإننا نحصل على الحل الوحيد‎ 
y(x) = sin x 
كما هو متوقع. أما الشروط الحدية المتجانسة‎ 
y(0)=0 , y'(0)=0 
فتعطي الحل التافه 0 > (×)ل.‎ 
من جهة أخرى فإن الشروط الحدية‎ 
7)0( > 0 , (> 0 
لا تعطي حلا وحيدًا لأن المعادلتين‎ 
y(0) = c, cos 0 + c, sin 0 = 0 
y(t) < وه + 6097 ن‎ sin 7 = 0 
لا تحددان الثابت يه» إذ أن‎ 


6۵90 0 


©0051 SINT 








ولذلك فان الشروط الحدية (2.5) لا تحدد الشابتين ,6 و يه في الحل العام 
2 ۱ = ل في جميع الأحوال» ولكن الشروط 
y'(xo) =‏ , 5= (۷0 
تعطي حلا وحيدًا على الدوام» لأن النظام 
(xo) = 5‏ ولاوه + (50) 0۱۷ 
(Xo) >‏ ۰2۷2 + (۱660 0۱۷ 
له حل وحید » حيث إن 
Y¥2(Xo)‏ (۷۱)۵ 


۱ 1 #0 
Y1(Xo) Y2 (Xo) 


۷۷6۷ )0(:۷ 2 )*0(( = 
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من استقلال الدالتين ۷۱ و دلا. 
بصفة أعم» وبالرجوع إلى الشروط الحدية المنفصلة 
Š‏ = (8) مه + (0,۱۷)۵ 
B,y(b) + Bay'(b) = n‏ 
نرى أن التعويض ولو + رلرء = لإ يعطي 
د = (a) +02۷2 (a)]‏ ولاره]يء + [(۵) 02۷۱ + (8) 6۱0۱ 
(b) + Bay} )0([ = n‏ ولارق]وء + [(0) إلاوم + (0) رارقا 
فنستنتج آننا نحصل على حل وحید |ذا وفقط إذا كانت المحددة 


(ayı +a2y1)(a) 0:۷ +0۵ )(8) 


(Bıyı + Bay1)(b) (PBıya + Bay4 ()0( 


تمارين (2.1) 
(1) أوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية 
y"-4y' +7۲ =e”‏ )( 
3x‏ = ابو (i) xy"‏ 
(ii) xy” + 2xy' +1 <0‏ 
(2) استخدم متسلسلات القوى لحل المعادلة 0 = 4 + “297 + "ر حول 
النقطة 0 = ×. ما هي فترة التقارب؟ 
(3) أوجد حل المسألة الحدية 
ry 1‏ 


۱۳: جنشت ان‎ 2 
7 E 1—x 


y(0)=0 , y'(0)=1 





y=0, -1<x<1 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


2.11( 
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إذا كانت مجموعة الدوال (وم ,ر" ورف حلولا للمعادلة التفاضلية (2.4) 
فأثبت أن 
3 6102 
3۱-0 40105 
5 2 
لأي حلین مستقلین رلا و دلا للمعادلة المتجانسة (2.4) آثبت أن 
a NL‏ مج 31025 ث 


WOY2) W(Y1¥2) 
استنتج المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة التي يكون لها الحلان التاليان‎ 
)0( ور‎ x 


*» روم (ii)‏ 
(ii) x",x"™ nmeN,n#m‏ 
أثبت أنه إذا كان ۳")0 ٤4.ص‏ فان كل حل للمعادلة (2.4) ينتمي إلى 0۳۳۶0 
وعلی وجه الخصوص يكون الحل في ()7© إذا كانت كل من 8 و و متصلة. 


(2.2) أصفار الحلول 
لیس من الضروري» وقد لا یکون من المتیسُر» حل المعادلة 
y” + q(%)y' + r(x)y 0‏ 


للتعرف على طبيعة الحلول وخواصها. فالمعادلة التفاضلية نفسهاء بالإضافة إلى 
الشروط الحدية المرافقة لهاء تحدد هذه الحلول بشكل كامل (حسب نظرية الوجود 
والوحدانية)» وبالتالي فان خواص هذه الحلول؛ مثل عدد أصفارها وتوزيعهاء 
ونقاطها الشاذة» وخواص التعامد بينهاء وما إلى ذلك» جميعها محكومة بالمعادلة 
(2.11) (أي بالمعاملين 4 و ۲) بالإضافة إلى الشروط الحدية المكملة لها. في هذا 
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البند سندرس تأثير الدالتین © و ۲ على أصفار الحلول من حيث عددها وتوزیعها على 
خط الأعداد. 

في المثال (2.1) وجدنا أن حلّي المعادلة 0 = ر + "لا لهما عدد غير منته من 
الأصفار المختلفة موزعة بالتناوب على النحو التالي 


مات Lag TRAE‏ هه وم هت 
2 2 2 


حیث د خا (87:2>2) أصفار الدالة × 50 بینما 2 معو 2 ] هي أصفار 
الدالة × 005. سنری الآن أن هذا الوضع لیس من قبیل الصدفة. 


تمهید (2.3) 
إذا كان لا حلا غير تافه للمعادلة (2.11) فان أصفار ۷ معزولة. 


البرهان 
افرض أن و« صفر ل ل. إذا كان 0 = (م×)'ر فمن وحدانية حل المعادلة (2.11) لاید 


أن یکون ل هو الحل التافه. إذن 0 ۶ (1)060 ۰ فنستنتج من اتصال 7 آنه یوجد جوار 
ا للنقطة نا حيث 0 ۰ وهذا یعنی أن ل إما متزايدة أو متناقصة (فعلا) على 1.0 


نظرية (2.1) (نظرية المقارنة الأولی) 
إذا كان رلا و وا حلين مستقلین خطيًا للمعادلة 
y" + 000۲ ۲0۵۲ =0 , xel‏ 
فان أصفار الدالة رفي 1 تختلف عن أصفار دل وتتوزع بالتناوب معهاء بمعنى أن 
للدالة ,بر صفرًا واحدًا فقط بين كل صفرين متتاليين من أصفار دلا. 


البرهان 


بما أن الدالتين ل و ولا مستقلتان خطيًا فان الرونسكيان 
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(JY1 ()‏ ولا - () 321005 = (رولا, )۱۷ 

لا تساوي الصفر على 1ء ولها بالتالي إشارة واحدة (راجع الملحوظة التالية للتمهيد 
(2.1)). نلاحظ أولا أن رز ودلا لا يمكن أن يكون لهما صفر مشترك وإلا أصبحت 
0 = ۷ عند تلك النقطة. لنفترض أن ,× و يا صفران متتالیان للدالة ولا. إذن 

W(x) = ۱۱ (۵ 

W(x2) = ۷۱۵ (۷ (x2) #0‏ 
ويترتب على ذلك أن یا من الأعداد ×)ر¥ » (×) و ۰ (و6رلاء (ر )ر لا 
يساوي الصفر. ومن اتصال 5ل يوجد لكل من النقطتين × و × جوار حيث لا تتغير 
إشارة ل » فنستنتج من ذلك أن إشارة (×) رر تختلف عن إشارة (ي<) و (لماذا؟). 
وهذا پستوجب اختلاف إشارة (6۱, عن إشارة (۷,06 لكي تبقى إشارة ()۷ 
ثابتة » فلابد أن یکون للدالة المتصلة ,ر صفر واحد على الأقل بين × و ر×. 

افرض أن للدالة إلا صفران و6 و 4× بين × و ر. باستخدام الحجة نفسها 

نستنتج أن 2 لها صفر بين ولا و ب«» بما يتناقض مع الفرضية أن × و ما صفران 
متجاوران ل ر1۷. لأا 


لدراسة تعدد أصفار حلول المعادلة (2.11) من المفید أن نتخلص من الحد 
الأوسط و بتحویل المعادلة إلى الصيغة 
u” + p(x)u = 0 )2.12(‏ 
وذلك بوضع 
y() = (۲۵۵‏ 
y'() = u'()v(x) + u()v'(x)‏ 
u"()v() + 2u'()v'(x) + u(x)v"(x)‏ = ۳۵۵ 


نرى الآن أن التعويض في المعادلة (2.11) يعطي 
vu” + (2v’ + qvJu' + (v" + qv’ + rv)u = 0‏ 
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حيث يختفي الحد الأوسط ونحصل على الصيغة (2.12) بوضع 
0= 0۷ + 2۷ 


(2.13) ركو ] )ون = نومب ج 
17 
0-۹9 2و - ۲6۵ = ونم 
2 4 
بما أن 0 ۷۵ لأي عدد حقيقى × فان أصفار الدالة لا هى نفسها أصفار الدالة لاء 


وبوسعنا أن نحصر اهتمامنا في المعادلة (2.12) للتعرف على توزيع أصفار حلول 
المعادلة (2.11). 


نظرية (2.2) (نظرية المقارنة الثانية) 
افرض أن ()0 و ()/ حلين غير تافهين للمعادلتين 
y" +p(x)y =0 , xel‏ , 0= وم ۲ ۳ 
على الترتيب» وأن 60م < («):. إذن للدالة © صفر واحد على الأقل بين كل صفرین 
للدالة سء إلا إذا کان(00م = ۲00 وكان باه = ۰0 حيث »© عدد ثابت. 


البرهان 
ليكن × و و« صفرين متتاليين في 1 للدالة ۰۱۷ ولنفرض أن 0 لا تساوي الصفر على 
الفترة (ولا,,). سنفترضء دون إخلال بعمومية المعالجة» أن كلا من 0 و ۷ موجبة 
على (د×رر×)» فيترتب على ذلك أن 0 < (,) /ببدء 0 > (و) با . الآن 
W(x) = (x2) W(x») > 0 )2.14(‏ و 0 < رع با WJ = Q(x)‏ 
كما أن 
WO)‏ () "و = مرا مج = ۱۷/۵۵ 
(ودر۷>)6 0< [r (e) - 200 [ 000 v(x)‏ = 
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مما يعنى أن الدالة ۷ متزايدة على الفترة (ي,»)؛ وهذا يناقض (2.14) إلا إذا كانت 
0 7 = 60م - ۰۲00 وعندئذ نرى من التمهيد (2.2) أن الحلين م و ۷ 


نتيجة (2.2.1) 
ليكن © حلا غير تافه للمعادلة 0 = ن(): + ”ر على الفترة 1. إذا كان 0 > (): فان 
للدالة ‏ صفرًا واحدًا على الأكثر في 1. 
البرهان 
واضح أن للمعادلة 0 = ”لا صفرًا واحدًا على الاأکش» وسنكتفي بمعالجة الحالة 
0 ۶ (۲00. افرض أن للدالة © صفرين في الفترة 1 هما ,× و ر×. بما أن الدالة 1 = (00نا 
حل للمعادلة 0 = "لا فان النظرية (2.2) تقتضي أن يكون للدالة نا صفر بين ,<< و ود 
وهذا مستحيل. O‏ 
مغال (2.2) 
() أي حل للمعادلة 0 ="ر على 15 هو حالة خاصة من الحل العام 
يه + cx‏ = () 
الممثل بخط مستفیم لا یتقاطع مع محور × في أكثر من نقطة واحدة. 
(ذن) أي حل للمعادلة 0 = ر - ”لإ على ۸ سیکون بالصورة 
* هين + ce‏ = 00 
وإذا استبعدنا الحل التافه فان #0(×)م الا عندما ره = يه وعندئذ يكون 
للدالة © صفر واحد في ®[ عند النقطة 0 = . 
(iii)‏ في حالة المعادلة 0 = ۷ + ”لاء حيث 1 > (۰10 نعلم أن أصفار الحل 


Ç(K) = c,cos x + يه‎ sin x = a sin(x—b) 
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حيث + «b = tan ")6/( ۰ a=‏ هي المجموعة غير المنتهية 

b+ nr:neZ}‏ < م). 

يسمى الحل متذبذبا (0501113]07) إذا كانت مجموعة أصفاره غير منتهية› 
کما في ا من مثال (2.2). نستخلص من النظرية (2.2) ونتیجتها آن تلبذب حلول 
المعادلة 0 = y(»)ع‏ + "ر محکوم إلى حد کبیر باشارة المقدار ()۰۲ فعندماتکون 
0 > (۲ لا یکون هناك أي تذبذب. وعندما یکون 

r(x) > kK < 0‏ 
حيث 6 ثابت موجب» فان أي حل للمعادلة 0 > /إ(<)م + "ر في 15 له عدد غير منته 
من الأصفار موزعة بين أصفار الحل العام للمعادلة 0 = 1 + "ر 
(ط - sin kx = a sin k(x‏ يه + c, cos kx‏ 
حيث 0 8 و ابتان اختياريان. وبما أن أصفار الدالة (-*)ظ 50 هي المجموعة 
[2© :2۲/۲ +9 = م فمن الواضح أن كل فترة حقيقية بطول 7/6 تحوي 
صفرا واحدًا على الأقل من أصفار أي حل للمعادلة 0 = ۲6(۲ + ”ر. ويبدو لول 
وهلة أن تعدد أصفار هذه المعادلة يتناسب تناسبًا عکسیا مع قيمة 1. 


منال (2.3) 
تسمى المعادلة 


2 
(2.15) م > >0 , 0= و( -1) + او + ”ر 
XxX 2‏ 


معادلة ببسلل من الرتبة ۰9 نسبة إلى العالم الفلكي الألماني 
(1784-1846) ۰۳۳.۱۷.265561 وهي موضوع الفصل الخامس. باستخدام القاعدة 
(2.13) لاجراء التحویل 2۷/1 ن نجد أن المعادلة (2.15) تأخذ الشکل 
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2 
210 ا س 
4x‏ 





وبمقارنة المعادلة (2.16) مع 0 ها + "نا نرى أن كل فترة جزئية من (0,6) بطول 7 

ها عفر واحد عن الأفل لأ سمل لمعادلة ببسل من اة >« >9 ی 
2 

ا وفیها صفر واحد علی الاکثر لاي حل غیر تافه لمعادلة 
xX‏ 1 


2 
بيسل من الرتہة لل <ہ حيث 1> لس 1= (×)ع. 
4x 2 i‏ 





تمارين (2.2) 

(1) استتج من التمهيد (2.3) أن أصفار أي حل غير تافه للمعادلة 
0 - (۲6 + "ر على فترة محدودة هي مجموعة منتهية. 

(2) لیکن ب حلاً غير تافه للمعادلة 0 = 200 + ”ر حيث 0 < ()1 على (0,0). 
إذا كان 0 < (×)م على (0,2) وكان هناك نقطة ما في (0,2) حيث 0 > (0')<0 
فأثبت أن للدالة © صفرًا عن يمين النقطة مك. 

(3) افرض أن 0 حل غير تافه للمعادلة 0 = تإ(2) + ”ر وأن 0 < ۲00 لكل 
0 < ×. إذا كان ۰0 = ×ل(»)۲ ٣إ‏ فأثبت أن للدالة ‏ عددًا غير منته من الأصفار 
الموچبة. 
إرشاد : لو كان للدالة 0 عدد منته من الأصفار في (0-,0) لكان هناك 1 < 2 بحیث 


/ 


0< م على (م,ه]. عرف ب ع م/'0- على (©,ة] واستنتج أن ”ل + م = ۷ 
ومن ثم 
)2ن ] v(x) = o(a)+ ] r(Ddt+‏ 
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(4) 


(5) 


(6) 
(7) 


(8) 
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بين الآن أن هناك 2 < ا بحيث 0 > (*)'0 على (0,0] واستخدم نتيجة 
التمرین (2). 
آثبت أن آي حل غیر تافه للمعادلة ۳ على (0,۲0) له عددغیر 
منته من الأصفار إذا وفقط إذا كان -!- < .هل یتوافق ذلك مع نتيجة التمرین 
(3)؟ 
عين المعادلات ذات الحلول المتذبذبة على (0,6) من بين 

iii xx y”" + ky =0‏ 0و رن 0= +”ر O)‏ 
حيث > ثابت موجب. 


أوجد الحل العام لمعادلة بيسل من الرتبة 0 وعيّن أصفاره. 


إذا كانت 0 = (×)؟ يهنا فأثبت أن حلول المعادلة 0 = 100((7 + 1) + "ر 
Xoo‏ 

متذبذبة. 

آثبت أن حلول معادلة إيسري (رانA)‏ 0 = ر× + “للها عدد غير منته من 


الأصفار على محور * الموجب» وصفر واحد على الأكثر على المحور 
السالب. 


(2.3) المؤثر قرين الذات في 7ل 


الرتبة الثانية 
q(x)y'’ + r(x)y = 0 )2.17(‏ + "ززعم 

يتطلب الأمر دراسة هذه الحلول في الا “له وا ال و اه اله لني 
(operator)‏ أو التحويل (transformation)‏ الخطي في فضاء المتجهات × بأنه 
تطبيق 16 ج 4:6 يحقق 
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A(ax + by) = aAx + bAy Va,beF,Vx,yeX 
۸ وعندما يكون حاصل الضرب الداخلي معرفا في × فان قرين (8010108) المؤثر‎ 
يعرف بأنه ذلك الموثر ۸ الذي يحقق‎ 
(Ax,y} = (x,A'y}) Vx,yeX 
فان کان ۸۰-2۸ قيل عن المؤثر ۸ إنه قرين ذاته ()مذه[5611-50).‎ 
في الفضاء "15 نعلم أن الصورة العامة للتحويل الخطي ۰۸ بالنسبة للأساس‎ 
المعتاد للفضاء 1 » هي مصفوفة حقيقية‎ 


811*21 
A=: : = (رنه)‎ 
271 Ann 
وأن‎ 
811 رم‎ 
:]-اه<م‎ OED) 
210 ’’' Ann 


حرف A‏ هو منقول (ansposeء))‏ المصفوفة 4. وفي الفضاء ٥"‏ تكون عناصر ۸ 
أعدادًا مركبة ويأخذ قرين ۸ الصورة ۸۲ = ۸ حيث ۸ هي المصفوفة المكونة من 
عناصر ۸ بعد تبديل كل عنصر بمرافقه» أي أن ر8 = ,8 . 

ليكن × فضاء ضرب داخلي بعدد منته من الأبعاد (مشل الفضاء 
الاقليدي): وليكن ۸ مؤثرًا خطيًا في . يسمى العدد المركب 8 قيمة ذاتية 
A J (eigenvalue)‏ إذا وجد متجه 0 ۶ × في × بحيث 2 = :۰۸ ويسمى < في هذه 
الحالة متجها ذاتيا (1ه†؛ء٥۷١ءعع)‏ للمؤثر ۸ مناظرًا للقيمة الذاتية 8. ومن معلوماتنا 
من الجبر الخطي (انظر [9] على سبيل المثال)» إذا كان ۸ قرينا لذاته (أو هرميتي 


(Hermitian‏ فان 
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() القیم الذاتية ‏ ۸ جمیعها آعداد حقيقية. 
(ذن) ‏ المتجهات الذاتية المناظرة لقیم ذاتية مختلفة متعامدة. 
(نذن) مجموعة المتجهات الذاتية ل 4 تشکل أساسًا للفضاء ×. 

سنسعی الآن لتعمیم هذه النتيجة إلى الفضاء "له حيث يحل محل المصفوفة ۸ 
المؤثر الخطي التفاضلي (إهاهإءمه 0111626514181 arع1in)‏ [. الصيغة العامة لمثل 
هذا الموثر من الرتبة 5 هي 


dP d 
dx" E لا‎ (2.18( 


حيث 0 ۶ (×)مة لكل 1ع×» والمعاملات (3:)5 تتحلى بدرجة كافية من الملوسة» 
كأن تكون (3:6©”)1 لكل 1. واضح أن المؤثر بآ يحول كل دالة )"٥٤ل‏ إلى دالة 
متصلة (1:906001» فهو إذن تحويل من (0"© إلى (00. لكن رغبتنا في بحث 
الاقتران بين المؤثرات والتعامد بين الدوال يستوجب تقليص مجال تعريف 1 ومداه 
بحيث يكون 1 تحويلا من(1(۱0۳)1) کل إلى (7)(00)1/ (أو مجرد ()7/): لأن 
هذه المفاهيم ليس لها معنى خارج فضاء الضرب الداخلي 4/7 .وجدير بالملاحظة 
هنا أن 





L = a(x) 


(DNC"(D = ۳0‏ £ 
عندما تكون الفترة 1 مغلقة ومحدودة. 
بالنظر إلى أن موضوع البحث هو المعادلة الخطية من الرتبة الثانية (2.17) فمن 
الطبيعي أن نحصر اهتمامنا بالمؤثر 
0 


(2.19) وك )و + 3 





L= p(x) 
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حيث نفترض أن 62 > ,0,0 وأن 
0 + 2070ل :1 
للحصول على صيغة المؤثر /۰1 قرين 1ء الذي يحقق المساواة 
Lg) Vfg e 22000200 )2.20(‏ ,6 > ع (Lf,‏ 
سنضع (3,6) > 1 ونستخدم التكامل بالتجزيء لتقويم الطرف الأيسر من (2.20). 
(pf” + qf’ + rfÊ)Edx‏ 9 ] 2.۵ 


= pf' 8 





ی 
a - | f'(PE)'dx + qfE‏ 
[pf' 2 ~ 1)08('[‏ = 


+ 1 22 





عم | + 2و ] یه 


0 
وه ۲۵8۳۵۷ ] + م‎ - f f(aB)'dx 








= (f,(Bg)” - '(ون)‎ + fg) + [p(f' ع‎ - fE’) + و)‎ - p’)fE]D 





حيث نعتبر هذه التكاملات معتلة فى حالة أن الفترة (,2) غير محدودة أو أن الدوال 


المذكورة غير محدودة عند 2 أو 6. إذن 





)2.20( 5[ع1('م-») + (جه1 -ع '1)م] + رع نآ,) = (Lf,g)‏ 
(pg)” - (qg)’ + 58‏ دع /1 
pg” + (2p' - 0(8' + )5" - 0' + 85‏ = 
يسمى المؤثر 


50 d 
L ا ا‎ 
القرين الشكلي (اطذهز4ه 10:021) للمؤثر 1. وعندما يكون 1= 1 يقال عن با إنه‎ 
وهذا يتحقق عندما‎ »)f0ormalاy‎ self-adjoint) قرين ذاته شکلا‎ 
P=p, 2۳ -8 20 ,P"~q'+f=r 
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أي عندما تکون الدوال م و و و ۲ كلها حقيقية ویکون "۲ = ¶. وعندئذ یصبح 
Lf= pf" + p'f' +rf‏ 
(pf’)' + rf‏ = 
أي أن المؤثر "1 = 1 يأخذ الصيغة 
d d‏ 
2.22 ع +( لخخم) شد[ 
(2.22) | 


ويسقط الحد الأخير في المعادلة (2.21) فتحصل على 
(Lf,g) = (f,Lg)+ p(f' 5-18(5‏ 
مما يعني أن 1 قرين ذاته إذا وفقط إذا كان 
p(f' 5-4805 =0 (2.23)‏ 
أي أن الاختلاف بين الاقتران الذاتي الشكلي والحقيقي ينشأ من الفرق بين قيمتي 
(21 8-1 "208 عند الطرفين ه و (أو نهايتيهما). 

النظرية التالية تلخص ما توصلنا إليه وتعمم الخواص (1) و (11) للمؤثر قرين 
ذاته من الفضاء ذي الأبعاد المنتهية إلى 007* /. سنستخدم مصطلح الدالة الذاتية 
(enfunctionعei)‏ بدلا عن المتجه الذاتي" عند الحديث عن فضاء المتجهات 
المكون من دوال» ونقصد بذلك الدالة غير الصفرية دا التي تحقق 
Lu + Au < 0 )2.24(‏ 
حيث 26 قيمة 1 الذاتية المناظرة ل ا. لاحظ أن القيمة الذاتية للمؤثر بآ[ حسب 
التعريف الشائع في الجبر الخطي » هي ۸- وليس ۸. لكنناء تمشيا مع التقليد المتبع 
في المعادلات التفاضلية» سنعتبر 7 في المعادلة (2.24) هي القيمة الذاتية للمؤثر 
التفاضلي 1. ولعل السبب في تفضيلنا التعامل مع المعادلة 0 2 + ] بدلا عن 
نانم > 1 يعود إلى رغبتنا في أن تكون إشارة .2 موجبة عندما تكون (×)ص دالة 
موجبة » كما سنری فيما بعد. 
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نطرية (2.3) 
ليكن ا موثرا تفاضليًا خطيًا من الرتبة الثانية معرفا مسن (8,5(007)8,0)” إلى 
(طیع) “كل بالصيغة (2,19). 
(1) يكون المؤثر 1 قريئا لذاته شكلاء أي أن ,آ1-”.آء إذا وفقط إذا كان 
4 4 _ لت 
p(x) ۳ (x) ۳ r(x) = a 2 +(x)‏ ر[ 


.p,re C*(a,b) حيث‎ 

(2) یکون 1 قرینالذاته» أي أن 1-1 إذا وفقط إذا كان قرينا لذاته شكلا 
وتحققت المساواة (2.23) لكل الدوال 1 و ع في مجال تعریف بآ وعندئد 
فان 
() جمیع القیم الذاتية ل را آعداد حقيقية. 
() الدوال الذاتية المرتبطة بقیم ذاتية مختلفة متعامدة. 


البرهان 
سبق أن أثبتنا الفقرة (1) من النظرية» وفیما يلي برهان الفقرة (2): 
() لنفرض أن ۸ قيمة ذاتية للمؤثر 1ء فیکون هناك #0 في 0" بحيث 
26-0 + .آ. إذن 
Xf = (Af. - (Lf, f)‏ 
وبما أن بآ قرين ذاته فان 
:إل = 6۸0 = ای = (Lf, f)‏ 


ود نستنتج أن ۸= ۸ . 
(31) إذا كانت مر قيمة ذاتية أخرى ل 1 مناظرة للدالة الذاتية 0 ع فى 07" فان 
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Mf, رع‎ = (Lf, رع‎ = (f, Lg) = ۳۶, 8) 
(A — p) (fg) = 0 
0 ۸. ۶ (عرل) جد مب‎ = 0 


منال (2.4) 


للحصول على القيم والدوال الذاتية للمؤثر ىك © نبحث عن حلول المعادلة 
0= 2۷+ ۷ فنجد أنها 
y(x) = ۳‏ 

ونستنتج أن القيم الذاتية 2 هي جميع الأعداد الحقيقية ۸ وأن الدوال الذاتية في 
الفضاء ()'0 الحقيقي هي (15 26 :** 6). كما أن كل عدد مركب ۸ هو أيضا قيمة 
ذاتية مناظرة للدالة الذاتية المركبة ** © في الفضاء (0')01 المركب. 

إذا كانت 15 =1 فمن الواضح أن الدوال الذاتية "7 لا تقع في (8)”/ء لأي 
2 وإذا كانت (0,0] =1 فان (0,0) له ع** » لكل 20 ۸ بحيث 0 <.(26. أما إذا 
كانت [0,ه] = آ فان جميع الدوال الذاتية ** © تنتمي إلى (ط,ة)47 » ولدينا عندئذ 


b 
(Lee) = - f fe'dx Vf, ع‎ < C7 (a,b) 
dx 
فنستنتج أن 1 1 وأن المؤثر أ ليس قرينًا لذاته‎ ٠ 1 ممايستي آن د‎ 





000 

أما المؤثر ج07 فهو قرين لذاته شكلاً لأنه حالة خاصة من الصيغة العامة (2.22) 
ل ا SEN‏ 
المعادلة 0 = نا + ”ياء وهي 
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x )2.25(‏ لصو وه cos A x‏ به = u(x)‏ 
بالشروط الحدية 
(2.26) 0 = )نا = (0)نا 


نجد أن المساواة (2.23) محققة وأن كد بالتالي قرين لذاته. كما أن 
0= بره > (1)0 
n, eN‏ = ۸> مه Ar‏ ج 0 = 7 sin‏ وه = u(t)‏ 
مما يعني أن القيم الذاتية للمؤثر ا هي المتتالية N(‏ 2:06 0) وأن الدوال الذاتية 
المناظرة هي (1ة نتم .)sin‏ لاحظ أننا استبعدنا حالة 0 >8 لأن 0 = 0 0و ليست 
مقبولة كدالة ذاتية» كما استبعدنا قيم 8 الصحيحة السالبة لأن ١×‏ صلو = >()طله فهي 
لا تضيف إلى المجموعة (17 22 : ١×‏ أ5) أي دوال مستقلة. 
لاحظ أيضا أن القيم الذاتية 7 = ,3 أعداد حقيقية وأن الدوال الذاتية 
× زك = (6)ررنا متعامدة في (:0,7)” (تحقق من ذلك!)۰ بما يتفق مع الفقرتين (1) 
و(3) من نظرية (2.3). ش 


تمارين (2.3) 
(1) باعتبار ۲+ رم = 1 . أثبت متطابقة لاقرانج (Lagrange idertity)‏ 
uLv - vLu = [p(uv’' — vu’)J'‏ 
(2) أوجد القيم والدوال الذاتية لكل من 
02 


(0)0,۰0 ج (مه,0) 602 و )0 


2 
(2)0,0 لل ج هرق 2 به (,0) ل و ض 
4 
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(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 
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أثبت أن المؤثر 42/07 المعسرف على فضاء الدوال 
{fueC(0,7):u(0) = u(r) = 0}‏ قرين لذانه» ثم أوجد القيم والدوال 
الذاتية له. 
تحقق من انطباق الشرطين (1) و (ذ) في نظرية (2.3) على القيم والدوال 
الذاتية للمؤثر المعرف فى التمرين (2.3.3). 
ابحث خواص المؤثر المعرف في التمرين (11) 2.3.2 على ضوء النظرية (2.3). 
افرض أن 0 = ۸y‏ + را + "رو + ”رم على (طرھ) حيث 0 < (٭)م. استنتج أن 
هذه المعادلة تتحول إلى الصيغة 0 = 2۷5 + و + "۳ + "ر بالضرب في 
الدالة الموجبة (9/2 )030 .لاحظ أن ذلك يسمح لنا بتحويل المؤثر 
2 
4 0 ۲ موه وج 3 
كين ¢ حيث 0<م 2 إلى المؤثرالقرين لذاته 
م 2 
ا ا 0 5 
تابن 
dx ۳ 1‏ ۳ 


2 





۱ 8 ع8 با _d , 40 ۳ êa:‏ م 
ضع كلا من المؤثرات التالية في الصورة +p E‏ 9-5 بحت 
0 2_0 

1) xX شيرب‎ +1 , X>0 

(Ù) 0 

.. 4 0 

تور يت م11 

مت رن 


2 
ل م > رع 2و - كك × ہز + يك روم (111) 
dx dx 2‏ 


2 


(2.4) مسألة شتورم - ليوفيل العادية 


وجدنا فى البند (2.3) أن المؤثر التفاضلی 


مسألة شتورم ‏ ليوفيل, 65 
a)‏ کر و 
dx? dx‏ 


المعرف من (طابة)6(©7,ة)47 إلى (ط,ة) ”2ء قرين لذاته إذا قصرنا مجال تعريفه 
على الدوال التي تحقق المساواة (2.23). وعندئذ تصبح حلول المعادلة التفاضلية 
Lu + 7 > 0 0227‏ 
حسب النظرية (2.3)» هي الدوال الذاتية المتعامدة المناظرة للقیم الذانية الحقيقية 2. 
لتحقیق المساواة (2.23) سنفترض أن الشروط الحدّية على حلول المعادلة (2.27) 
من النوع المنفصل المتجانس »أي أن 
(2.28) 0 = (ه)'نايه + aıu(a)‏ 
B,u(b) + ۵,۱ )0( = 0‏ 

حيث نستبعد بالطبع الحالتين 0 -2© = ,»» 82-0 = 8. وسنترك للقارئ التحقق 
من صحة المساواة (2.23) لأي دالتين تحققان الشروط (2.28). 

توفر الفقرتان (ذ) و (61) من نظرية (2.3) التعميم الطبيعي لخواص المؤثر قرين 
الذات من الفضاء الإقليدي إلى * » وتظل الخاصة (11)» التي تنص على أن 
المتجهات الذاتية للمؤثر تشكل أساسًا للفضاء. في انتظار التعميم المناسب. سنجد 
التعميم المطلوب في نظرية (2.4) أدناه» التي نقدمها دون برهان لأن برهانها طويل 
ومتشعب » وبوسع القارىء المهتم أن يطلع عليه في [4] أو [8]. 

تسمى المعادلة التفاضلية 


p()u” + p'(x)u’' + r(x)u + Au = 0 )2.29(‏ 
حيث (ط,07)8 8,56 والدالة (×)م موجبة على [,3] ء مع الشروط الحدية 
(2.30) 0 * م۱۵۲۱ , 0= (ه) تایه + a,u(a)‏ 


B,u(b) + Bu(b) = 0 , ۱۵,۳۱۵ 0 
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مسألة شتورم ‏ ليوفيل العادية (معاطمیم ›)regular Sturm-Liouville‏ وهی 
موضوع اهتمامنا فى هذا البند. وتسمى هذه المسألة عادية لأن الفترة [ط,8] محدودة 
والدالة م موجبة» وسيترتب على إرخاء واحد أو أكثر من هذه الشروط ظهورما 
يسمى بالمسألة الشاذة (2ة[داعمذة) > وهي موضوع الفصل الرابع. 

لقد جرت العادة على اعتبار العدد 2 الذي يحقق المعادلة (2.29) قيمة ذاتية 
لمسألة شتورم - ليوفيل؛ كما تسمى الدالة المناظرة والتي تحقق الشروط الحدية 
(2.30) دالة ذاتية للمسألة. مما سبق نعلم أن القيم الذاتية أعداد حقيقية وأن الدوال 
الذاتية متعامدة. 


نظرية (2.4) 
لمسألة شتورم - لیوفیل المعرّفة بنظام المعادلات (2.29) و (2.30) عدد غير منته من 
القیم الذاتية الحقيقية 

۰ > و( > م2 > رب 
بحيث 0 = م2 11۳7. ولکل قيمة ذاتية ۾ یوجد دالة ذاتية ولا بحيث تشک ل 
(2610:,نا1 مجموعة متعامدة وتامة في (طبع) ”كل بمعنی أن لكل (ط,ة)” ل ۴٤‏ فان 


lim jf 
موج11‎ 





(رلا,) جك 


1 | > 0 
lul 














مثال (2.6) 
من أبسط الأمثلة على مسائل شتورم - لیوفیل الحالة الخاصة التي تكون فيها 
1= (×)م و 20 (×)م على الفئرة [/,0]: 

u" +۲72۷ - 0 


بأحد الشروط الحدية 
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u(0)=u(/) =0‏ () 
(i) u(0) = u'(/) =0‏ 
للحصول على القيم والدوال الذاتية لهذه المسألة نبدأ بإيجاد الحل العام للمعادلة 
التفاضلية » وهو 
(2.31) ۲ زو وه + 6095/2 ره = u(x)‏ 
() بتطبیق الشروط (1) نحصل على 
0 > بن > u(0)‏ 
,neN‏ ۰۲ ج 0 - /.(لمهزو وه = (/)نا 
7 = رم 
لاحظ آننا عند تطبیق الشرط الثاني لا نستطیع أن نسمح بأن تکون 0 = يه لأنه یقود 
إلى الحل التافه. وبذلك تکون القیم الذاتية *//0*7-م۸» وهي تژول إلى © عندما 
جه كما نصت على ذلك نظرية (2.4). والدوال الذاتية هي sin x‏ = () ونا ؛ 
وهي متعامدة على [/,0] لأن 


/ 
x d>‏ = وزو × ورزی | x‏ موی 22 (sin‏ 
b b 0 / /‏ 
x‏ بت( + -cos(n‏ عر سك زور »ده | - 
/ / 0 2 
١‏ / 1 
1 : 
- رت (10 -51201 سقس اكاك 
/ ۱ سس 2 
0 ۶ ۷۵ 0= 


نستنت من نظرية (2.4) أن المجموعة لد من وز تامة في (/:,0) 7 . 





+m) 2‏ ماد 


(n+ 27 / 


0 
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(1) وبتطبيق الشروط (11) على الحل العام (2.31) نجد أن 
0 > وه 2۰۷2 (0)'نا 
إذا كان 0 = ۹/2 فإن الحل ره = ()11 يحقق الشرط 0 > (/)'11 مما يعني أن 
الدالة الذاتية للقيمة الذاتية 0 = م2 هي 1 = ()ونا. 
وإذا كان 0 = وه فان 005/3 ره = (<)نا ونحصل من الشرط الثاني على 
ف n=‏ > جم = ۱( 0 = /.(لمصة (/دره- = u'(/)‏ 


11 ۲ 


17 neN 








2_2 
فنستنتج أن بقية القيم الذاتية هي 2 = و۸ حيث 9 والدوال الذاتية 
المناظرة هى 0x‏ = (×) ولا . بعبارة أخرى» لدينا 


Aq = n2r? ۳ ۲ رك ووه = ۱0 رن‎ Vn e No 


نلاحظ مرة أخرى أن المجموعة | م > 2 وه متعامدة على [/,0]ء 
مره اتير 0 / 
و (2.4) أنها أيضا تامة في (/,7)0/-. 


مغال (2.7) 
أوجد القيم والدوال الذاتية للمعادلة 
/ >« >/- , 0 نرق + ۱۷ 
تحت الشروط الدورية 
(0)'ن - (/- )نا , (/)ن > (/-0 


الحل 
واضح أن الشروط الدورية تحقق المساواة (2.23) وأن المسألة بالتالي من نوع شتورم 
- ليوفيل العادية. بتطبيق الشروط الحدية على الحل العام (2.31) للمعادلة التفاضلية 


نجد أن 
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4 = )2 لحطله وه - :609/2 به 
(⁄ ۸ہ cos‏ وه + ا sin‏ رم) A.‏ = (ا.ؤادوم وه + A. (e, sin A/‏ 
ونستنتج من ذلك أن 
c sin / =0‏ 
Ac, sin ¥ A/ = 0‏ 


فإذا استبعدنا الحل التافه 0 > ين = ره فان هذا الزوج من المعادلات يكافىء المعادلة 


sin A/ =0‏ .ذل 
22 
و( 2 , و 


أي أن القیم الذاتية هي 
لعو كمه 27 
اا 








5 


والدوال الذاتية هي 


7 2r 2r 31 37 
1, cos x, sin — x, كك ومن‎ x, sin Û x, متت وو‎ x, ,سس‎ 


/ / / / / / 
وهي بالضرورة تامة في (/,/-)" بموجب النظرية (2.4). ا و 
كل قيمة ذاتية * امم = = 3 تقترن بدالتين ذاتیتین هما ^ نومه و دور 

باستثناء القيمة الذاتية 0 = م۸ ذات الدالة الذاتية 1 = 

في كثير من الأحيان تأخذ المعادلة التفاضلية 325 الصورة 
p()u” + p'(x)u' + r(x)u + Aw(x)u(x) = 0 , ۵ > > )2.32(‏ 
حيث ۷ دالة متصلة وموجبة على [,۰]2 تسمی دالة الثقل (صمناعصط )weight‏ أو 
دالة القیاس (عمناعصً عا5ه۳6). واضح أن الصيغة (2.32) لمعادلة شتورم - 
لیوفیل أكثر عمومية من سابقتها (2.29) حيث كانت 1 = (0. وهذا التعمیم له ما 
یبرره حيث تستوجب بعض التطبیقات الفيزيائية وجود الدالة ۷۷ (راجع آیضا التمرین 
(2.3.6)). لاحظ أن .3 في المعادلة (2.32) هي في حقيقة الأمر قيمة ذاتية للمؤثر 
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۹ ES 

۷" W dx WwW dx w 
)2.32( لكننا سنتحدث عنها كقيمة ذاتية لمسألة شتورم  لیوفیل المكونة من المعادلة‎ 
.1 بالشروط الحدية (2.30). وكذلك الأمر بالنسبة للدالة الذاتية‎ 

سيترتب على ظهور دالة الثقل ۷ في معادلة شتورم - ليوفيل إعادة تعريف 
حاصل الضرب الداخلي بأنه 
f(OE(x)w(x)dx = (g, f) )2.33(‏ 1 -(1,8) 
فتأخذ صيغة القياس الشكل 


1/2 
(2.34) امومع ] |= رل اما 


وهذا يستوجب اعتبار فضاء حاصل الضرب الداخلي (2:0)" ل مكونا من الدوال 
6 ج [ط,ھ]:٤‏ بحيث 
0 
o‏ > ۷۵۵۵ مم | ] = “انا 


أوء بعبارة أدق» فان (ا,ه)7/ هو انغلاق (0)8,5 بالنسبة للقياس (2.34)» أي أن كل 
(طبج) ”ل ٤‏ ۶ هي نهاية (بالنسبة للقياس (2.34)) لمتتالية كوشي من عناصر (0ب0)8. 
وسنستخدم الرمز (۷:ط,ھ) ”كل » بدلا عن (طبة) لے › عندما نرغب في تأكيد أو إبراز 
دور دالة الثقل ۷ في تكوين فضاء الضرب الداخلي على (38,5). 
لنفرض الآن أن 

0= ۷ + لاط و 2۷۶0+ نابا 

بالشروط الحدية المنفصلة (2.30). بما أن 1 = *1 فان 
2u = (Au, u)‏ 





= ] (Lu) 5000 
a ` w(x) 
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ساح‎ ۳ u(x)Lu(x)dx 
1 u(x)Aw(x)U(x)dx 
= سر‎ 
ج‎ 1,2 ۸ Vu#0 
كما أن‎ 
(A. — J(u, Vv) = (Au, V) - (U,V) 
= !ا‎ Luv) + (u. Lv) 
Ww Ww 
=0 
5> لرعد 32 37 0 2 (لارن)‎ 


أي أن القيم الذاتية للمعادلة 0 2 + 1 حقيقية والدوال الذاتية المناظرة لقيم 
ذاتية مختلفة متعامدة في (اازطابة) ”ل . 

وبالمثل فان بقية استنتاجات النظرية (2.4) تظل صحيحة بعد إدخال دالة الثتقل 
۷ إلى مسألة شتورم - لیوفیل بشرط استخدام التعريف (2.33) لحاصل الضرب 
الداخلي في (اازطية) کل . 


نتيجة (2.4.1) 
لمسألة شتورم - لیوفیل 
اک که , ۲2۷۵20 ارآ 

0 = (ه) تاره + (۷۲)2ار0 

B,u(b) + Bau'(b) = 0‏ 
حيث 1 = *1 و ۷ دالة متصلة وموجبة على [8,6]» عدد غير منته من القيم الذاتية 
الحقيقية -(۸) والدوال الذاتية المتعامدة رو(منا) التي تحقق الخواص 
المذکورة في نظريتي (2.3) و (2.4). 
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مثال (2.8) 
(3) أوجد القيم والدوال الذاتية للمسألة الحدية 
1<x<b‏ , و 
24 


y(1) = y(b) > 0‏ 
(13) أوجد منشور الدالة 1 = (×)ع على [ط,1] بدلالة الدوال الذاتية. 


الحل 
() لإيجاد حل المعادلة التفاضلية» نلاحظ (بعد الضرب في ) أن 
xy” + xy' + Ay =0‏ 
على صيغة معادلة كوشي ‏ آویلر» وبوضع "× = ل نحصل على 
m(m-1)x" + mx" + Ax” = 0‏ 
m” +A =0‏ 
m= 2‏ 
cos( A In x) + isin(A In x)‏ د × لی ے لیر 
إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية هو 
Inx)‏ 0/8 وه + y)x) = o1 20007 Inx)‏ 
0= ره = (1)1 
sin Inb) = 0‏ يه = y(b)‏ 
JA. Inb = nr , 0‏ 
وبذلك نحصل على القیم الذاتية 
A, = nr? / (ln (۳ , neN‏ 
والدوال الذاتية 


ya (x) = )دز‎ In 3 


مسألة شتورم - لیوفیل 13 


لاحظ أن المسألة :۳ المعطاة من نوع شتورم - لیوفیل فيها × = ۲00 
I(x) = 0‏ ودالة الثقل w=‏ . فنتوقع أن رملا ل ونا لكل ۳ ۶ ۰8 وهذا ما 


تؤكده الحسبة التالية : : 


1 1 
و‎ f snl E 0 a>) بين‎ nx) Û dx 


[sin né sin mëdë‏ تا ہے 
1 


معدم ”7 0= 
(3) من نظرية (2.4) نعلم أن المجموعة إلى ها )مزه ۳ 06 
تامة فى (</2)1,:1 ل » وبالتالي فان 


800-2 رز مت‎ Vg e-#(1,b;1/x) 


فى حالة 1 = ۵00 لدينا 
1 : 
x‏ («ما كف f sin(‏ 3 0 
cos)‏ -1) = ام _ 
nr‏ 
1 2 
yal = 2P (sin? nag = nb‏ 
(1—-cosnîr)sin Px‏ سك =1< 
Hi ( 7) sin( )‏ ا 


- 4*0 a EDE ed , 1<x<b 
0 Inb : 


لاحظ أن الطرف الأيمن يساوي 0 عند النقطتين 1 = × و ا = × (وهي 
الشروط الحدية على ,لإ)؛ مما يدل على أن المساواة على [1:0] ليست نقطية وإنما 
فى (</2)1:0:1 ل . 


14 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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تسارین (2.4) 

آوجد القیم والدوال الذاتية للمسألة 
u" +۸۷۵2 , > >‏ 

u(a) = u(b) = 0‏ 
تحقق من أن 0 -18'(5 - ع۴)م إذا كانت كل من 1 و ع تحقق الشروط 
الحدية المنفصلة (2.30). 
متى تظل النظرية (2.4) صحيحة إذا كانت الشروط الحدية على المعادلة 
(2.29) هي الشروط الدورية 

u(a) = u(b) , u'(a) = u'(b) 

بدلا عن الشروط المنفصلة (2.30)؟ 
افرض أن 0 = Wy‏ ۸ + نوز + زو + ”رم على [ا,ه]» حيث 0 < (×)م. حول 
هذه المعادلة» بعد الضرب في دالة مناسبة؛ إلى الصيغفة 





py" +۳ + Ty +2 =0‏ حيث تحقق 7 الشروط اللازمة في دالة 
الثقل » على اعتبار أن ۷ دالة ثقل في المعادلة الأصلية. 
ضع كلا من المعادلات التفاضلية التالية في صورة شتورم - ليوفيل وعين دالة 
الثقل في كل معادلة : 
x>0‏ , ۵0+( 
(i) sin x u”' + 6۵9 ۲ + 3515 11-0 , 0 >>‏ 
ûi) u” - ۲ +2۷ =0‏ 
(iv) u” x u' + Au > 0‏ 
عين الشروط الحدية التي تجعل 0 = |88 - 8 '5)م من بين الشروط 
التالية : 


مسألة شتورم ‏ ليوفيل 


(D p(x) = 1, a sx > b , (2)تا‎ = u(b) , u’'(a) > (6)'نا‎ 

(iD p(X) =x, 0 > 2 sx <b, u(a) = u'(b) = 0 

)111( p(x) = sin x, 0 Sx > 7/2 , u(0) = 1 , 1)/2( = 0 

(iv) p(x) =e *,0<x > 1 , u(0) = u(1) , u'(0) = u'(1) 

(v) p(x) = x , 0 < > b , (0)'نا‎ = u(b) , u'(b) = u(b) 

(vi) p(x) = x , 0 < x < b , u'(0) = u(b) , u’ (b) = u(0) 

uw (1)‏ = (1-)'نا , (vi) p(x) = x, -1 <x <1 , u1) = u(1)‏ 
(7) في تمرين (2.4.6) حدد الشروط التي تعين مسألة شتورم ‏ ليوفيل الشاذة. 

(8) أوجد القیم والدوال الذاتية للمسألة 
21 , ۸۷۰0 (003] 


y(-2) = y(1) =0 
افرض أن‎ )9( 
(pu’)' +۲۵۸۵ 0 , >> 
u(a) > u(b) = 0 
أثبت أن‎ ©( 


D2, _fD 2, رطم‎ 
2 juj dx = j, Pw dx ۳ dx 

(1) إذا كانت 0 < ۰000 »© > (۲0 فأثبت أن ع- < ۸. 
(2.5) مسألة شتورم - ليوفيل الشاذة 


في معادلة شتورم ‏ ليوفيل 
6 >ع > 2 , 0 > 1خ + برع ۲ (pu‏ 
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افترضنا حتى الآن أن 0 < (×)م وأن 0 < (×)س على الفترة المحدودة المغلقة [8,5]» 
وسيترتب على الإخلال بواحد أو أكثر من هذه الشروط أن تتحول المسألة إلى ما 
يعرف بالنوع الشاذ. في هذا الصدد سننظر في المسائل الشاذة التي تنشأ من الأوضاع 
التالية : 
(0) 0= (×)م عند ج ‏ × أو ط = × أو كلاهما. 
(11) الفترة (ط,8) غير محدودة. 
في الحالة الأولى نجد أن المساواة 
(2.35) 0= )’8 2-۶ 206 
تتحقق عند الطرف الذي تختفي ()2 عنده دون فرض شرط حدّي على الحل عند 
ذلك الطرف. أي آننا لا نحتاج إلى شروط حدية إذا كان 0 = (0)0 > (0)2 على سبیل 
المثال» ويكفي أن نشترط وجود النهايتين im u(x)‏ ۹ لضمان 
تحقق المساواة (2.35). آما في الحالة الثانية» عندما تصبح الفترة (0,) غير 
محدودة» فمن الطبيعي أن نفترض أن الدالة (×)نا تؤول إلى 0 عندما هج إ×|ء إذ أن 
نا تقع في (ا,۵) ”د . 
ومن الأمثلة المشهورة لمسألة شتورم ‏ ليوفيل الشاذة: 
(ز) معادلة لوجاندر (Legendre)‏ 
xu" - 2xuy' + n(n +1)u =0 ,-1<x<1‏ - 1( 
حيث نرى أن (2)2+1 = ۸ وأن الدالة × - 1<(×)م تساوي الصفر عند ±1 = × فلا 
نحتاج إلى شروط حدية على الحل. 
(11) معادلة هرميت (Hermite)‏ 
xeR‏ , ۷-0 20 + ۷ ع2 - ۷ 
التي تتحول» بعد الضرب في **۰67 إلى الصيغة القياسية 


0 عن e‏ ورزر + ان م ×2 ان مس 


مسألة شتورم ‏ لبوفیل 7 


حيث “اسع = )م 20( ع = ۷0۵ . 
(111) معادلة لاقير (ع2]عداع1.2]) 
x>0‏ , 0 - جرتم + xu' + (1 -x)u'‏ 
ال هریج رياني هون اضف شاه 
xe “u” + )1 - x)e ۷۲ + 6 ۱۷0‏ 
حيث * × = (×)م تساوي الصفر عندما 0 = ×. 
(«ز) معادلة بیسل ([6956ظ) 


2 
xu” + - ول‎ + Axu - 0 , <0 
xX 


حيث تختفي كل من الدالتين × = (×)م و× = (۷۵ عند 0 = ۰ وتظهر هنا 
الدالة </ 2م- = r(x)‏ 

تشكل حلول هذه المعادلات نماذج مما يعرف بالدوال الخاصة» وسنخصص 
الفصل الرابع لدراسة حلول المعادلات الثلاث الأولى» أما معادلة بيسل فسنتطرق 
إليها في الفصل الخامس. وهكذا نرى أن مسألة شتورم ‏ ليوفيل الشاذة مصدر غني 
بالمعادلات والدوال الخاصة ذات الدلالة الكبيرة في كثير من التطبيقات الفيزيائية. 


الفصل الال 


سلاسل فوريير 


توصلنا فى الفصل الثاني إلى أن كلا من مجموعة الدوال المتعامدة 
{cos nx :n€e No}‏ و (۷ع0: {sin nx‏ تامة في 00,7 کل . سنتابع هذا الخط ونیین 
في هذا الفصل أن اتحاد هاتين المجموعتين يعطينا مجموعة تامة في )-٨,7١(‏ ”ى » 
فنتوصل من خلال ذلك إلى نظرية فوريير الأساسية في (7,70-) ”2 » التي نقدمها في 
البند الأول من هذا الفصل» وهي التي تسمح بنشر أي دالة 1 في 
(7:,70-) کل بمتسلسلة من النوع 
cosnx + b, sinnx) )3.1(‏ جر + مه 
تسمی متسلسلة فورییر , نسبة إلى الفيزبائي الفرنسي (1768-1830) Joseph Fourier‏ 
الذی رافق حملة نابلیون على مصر فى أواخر القرن الشامن عشرء وألف کتابا بعنوان 
"النظرية التحليلية للحرارة » نشرفي عام 2 واستخدم فيه نماذج من هذه 
المتسلسلات. 

تفهم المساواة بين الدالة ؟ والمتسلسلة (3.1) بطبيعة الحال على أنها في * لب 
لكنها تظل صحيحة نقطيًا تحت شروط معينة على الدالة 5 كما سنوضح في البند 
الثاني من هذا الفصل. 


(3.1) سلاسل فورییر في 7 
باستخدام النظرية (2.4) توصلنا في مثال (2.6) إلى أن متتالية الدوال 
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117 27 1 
... وا ست 608 و ... بلاسشگ و60 x,‏ سشومم ,1 


/ / / 
متعامدة على [/,0] وتامة في (/,60* /. وهذا يعني» بموجب التعریف (1.8)» أن 
أي دالة ۶ في (/,27)0) قابلة للتمثیل بالمتسلسلة 














۳ (f, cos x) 
10 2 J ۽ وون سپس سم‎ (32 
5 nîr / 
008 ل‎ xX 
/ 
كما توصلناء في المثال (2.6) نفسه » إلى أن المتتالية‎ 
sin x, sin لگ‎ x, . 
المتعامدة على [/,0] أيضا تامة في (/,0) 4ء » فنحصل على تمثيل آخر للدالة ؟‎ 
(f, sin 3= x) 
۲02 زو لس سل‎ 063 
sin x 














حيث نذکر بأن الرمز 2 في المعادلتين (3.2) و (3.3) يدل على أن المساواة في 
(/,0)" وليست بالضرورة محققة عند كل نقطة في [/,0]. 


























لدينا الآن 
fax =/‏ = | 
Nr‏ / د 117 
2 - يرل سس cos‏ |= و60 
/ 0 / 
2 
sin HE x = sin 1۳ dx=//2 VneN‏ 
/ 0 / 
وبالتعريف 
/م 1 
)3.4( ۶ 7 - - | +( دوه 


11 
و00 


2 = (f,cos 3 x) ج‎ / 


: = (eos xdx G6.5) 
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2 
bq = (f,sin (+ sin x - 2 ] هرن‎ )3.6( 
نری أن (3.2) و (3.3) تأخذ الشکل‎ 
۲0۵ = وه‎ + 2a, 9 , 0> <> / 3.7 
1-1 
1003 2J bq مله‎ j-x , >> 038 
n=l 


بما أن الطرف الأيمن في كل من المعادلتين (3.7) و (3.8) قابل للتمديد من 
[/:0] إلى [ /, /-]ء الأول كدالة زوجية والثاني كدالة فردية» وبما أن أي دالة 


(/, /-)” ل 1 هي مجموع مركبتيهما الزوجية [(×-)۴ + 400 والفردية 
[(-)] - 26 > فمن المتوقع أن تكون الدالة ؟ قابلة للتمثيسل بالمجموع 


و و E 1n‏ وم 1 0+2 ۰ حیث 


1 “1 
0 =7 1 f + f(-x)]dx = 2 3 f(x)dx 09 


3 ل +100 ل‎ )3.10( 
2 2f 26 - f هذه[‎ x dx = 2 ] دود‎ x dx 8.1 
es SS e 


إلى 0 [1.eos 3 x,‏ تامة فى 1-0 لأنها تشكل الدوال الذاتية 


للمژثر -< التري وه ی (/ u)‏ = (/ح)ناء (7)'نا< (/-)نن. إذن 


])( = ao + مقر‎ cos x + bq sin x) Vf ۸ )3.12( 
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يمثل الطرف الأيمن من المعادلة (3.12) منشور الدالة ؟ بدلالة الدوال المثلثية 
cos x‏ و x‏ وزو 2 ويطلق عليه منشور فوريبر, أو متسلسلة فورییر . للدالة 
+ في (/,1-) ”لك وتسمی المعادلات مه و و المعطاه بالصیغ (3.9) ؛ 3.10(۰) و )3.11( 
معاملاات فوريبر. 

بذلك نكون قد أثبتنا نظرية فوريير في الفضاء (/,/1-)7/. 
نظرية (3.1) 
مجموعة الدوال ی [1.eos 3 x, sin 3 xen‏ تامة في (/, 7-۷ » بمعنى 
أن لكل (/,/-)47 ۴٤‏ فان 
sin Ex) , -/<x</ )3.13(‏ و + بر 7 1 كدوم كك" +20 (۲0 














/ 
حيث‎ 
مه‎ = || (£1 = 2 ۳ f(x)dx )3.14( 
a, = ل متسه و00‎ f 1): ووه‎ dx )3.15( 
وه ي‎ 3 x ويم‎ (sin x dx ,„neN (3.16) 














ملحوظات 
(1) إذا كانت الدالة ۴ زوجية فان 
1 


Û 2 Oak‏ دوروو 0 | = وه 


/ 
an =7], f(x)cos / x= f f(x)cos x dx 
b, = 0 ۷0 ۷ 


0 


(3) 


(4) 
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فنحصل على التمثيز 
nî‏ 0 : 
E‏ دو + f(x) = ag‏ 
إذا كانت 1 فردية فان 
ag=a,=0 ۰۰‏ 


x dx‏ هن :)6 وك عد موم 2م 
5085 
ات و 
تقارب المتسلسلة by sin x)‏ +ع 7 / an co‏ 1 90 من 
(10 هو تقارب في (/,/-) ۳ > ليس بالضرورة نقطياء ويعني أن 


2 
٤-0 + (an co x + bn sn | 


مج |52 + a‏ 2 + / 5 اما 


عندما هج [1ء كما سبق أن عرضنا فى البند (1.5). وهذا التقارب يقتضى أن 








0 ج ية وأن 0 ج رط 


وک ماه (an cos 3Z / Tx +b,‏ (8+وة 


منتظما على [/, -]۰ فمن النتيجة (1.1.1) تكون الدالة التي تمثلها متصلة 
على [/لحل وتصبح المساواة (3.13) نقطية. 


كانت ۴ دالة مركبة فان هذه المعاملات تصبح مركبة» ومن المیغ (3.14( ۳ 0 
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نستنتج أن الجزء الحقيقي (أو التخيلي) لكل معامل هو المعامل المناظر للدالة 
Re f‏ (آو ؟ 1m)ء‏ أي أن 
et 1 7‏ 1 
سل j‏ جد = Re 100۵ , Imao‏ 11620 


1 /م‎ nî 1 /م‎ nîr 
Re aq = 7 ۳ Re f(x) E dx, Imag = 7 ۳ REO dx 


/ / 
x dx‏ مزه ومس x dx a 7 j‏ مزه 6000 Eb 2 Re‏ 
وبعبارة آخری فان النظرية (3.1) صحيحة سواء كان الفضاء ء/ ,=( ۲ ا حقيقيا أم 


2 


مرکبا. 


cos 0 + 1 sin 0 , OeR‏ = ی 
inrx// 8 237000 5‏ 
تسمح لنا بصياغة النظرية (3.1) بدلالة الدوال الأسية المركبة "6۳۳ , بدلا عن 
الدوال المثلثية cos x‏ و جر رزو > وذلك بإعادة تعريف معاملات فوريير 
على النحو التالى 


1 
2/ 


ab ۳ / -// 
= (a ¬) > زر‎ | fe dx 


/ 
(x)dx‏ "7 = م2 - وه 


/ 
neN‏ , عرلا لمان )م |] جك بط + (a,‏ = 6 
بحيث نحصل على الصيغة الأسية لمتسلسلة فوريير 
x) =‏ كلك sin‏ ۾ cos 3= x + b‏ مقا + 20 


/ 


NT: . NF 
60 3 (و ۳۹ ا‎ 0 SNE 0 | 
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inrx// -‏ 0 
( مب x<“‏ 8 2 + وه - 


زی 5 5 ]د 

8 ومدق 

حيث تشكل الدوال {e™' ۰ ne7}‏ مجموعة متعامدة في (1,⁄-)” £ (تمرين 
1 بذلك نحصل على صيغة أخرى لنظرية (3.1) : 


نتيجة (3.1.1) 
مجموعة الدوال 962 :”2 ) تامة في (/,/-)”ل » بمعنى أن لكل (/,/-)7/ ۴٤‏ فان 
3.17( “توي }3 = )1 


حيث 


/ : 2 
fe dxn 2 G.18)‏ ,| - د ماسو يعم ع 








TT 


مثال (3.1) 
لتكن 1 دالة معرفة على الفترة [:7:,7-] على النحو التالى 
0 >5 > 7 - 1- ۱ 
>0 ۲۵-7 
واضح أن 1 تنتمي إلى الفضاء (/,1-)” 'ل » 
وللحصول على مفكوك فورییر لهذه الدالة 
نحسب معاملات فوريير» فنلاحظ أن 
No‏ ع ۲ ۷ 20 م2 
لأن؟ دالة فردية » ومن المعادلة (3.6) نجد أن 


1 er : 
ومم_[ 9 و9‎ sin nx dx 





- 2 ] هو‎ dx 
r 0 


شكل (3.1) 


(1—cosnr)‏ ت 
17 
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أي أن وط تساوی سے عندما يكون 2 عددا فرديًا وتساوى 0 عندما يكون 8 عدذا 
3 10 2 
زوجيّاء وتؤول إلى 0 كما هو متوقع عندما هج 2. بذلك نحصل على 
sinnx‏ ونر = f(x)‏ 
...+5 ملو و6 + sin 3x‏ بوط + b, sinx‏ = 
مرگ ہو + 3 ونو + عر ورزع) 4 - 
3 7 
7 > > 76 1 + )مه لس ۳ 
و [+م2 اد و 
لاحظ تقارب المجاميع الجزئية 
n 1‏ 4 
Sq (x) = — ——sin(2k + 1)x‏ 
١ )‏ 1-021 2 7 00 


لمتسلسلة فوريبر من (1 بیان في الشكل (3.2). 


1 5200 1 5,00 1 0و5 
3 3 7 7 ع ددم 
7 0 1 1 0 
1 1~ 1 


شکل (3.2) 


لاحظ أيضا أن المتسلسلة 
: 1 1 8 
ZK +1)x‏ بي يم 2 = %0( S(x) = im Sa‏ 
تساوي الصفر عند النقاط 7 (o x=‏ 0 دوين 7 = × پینما 1 = cfr)‏ 
1 = ()1 > (۰160 مما ی کد أن المساواة («)5 = («10 في  )-8,/(‏ ليست نقطية 
على [7,-]. 
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للحصول على الصيغة الأسية لمتسلسلة فوريير التى تمثل الدالة۴» ما علينا 
إلا حساب المعاملات ,© على أساس الصيغة (3.18): 
«r -inx‏ 1 5 
dx‏ م ۳ = Cg‏ 


__Î | fF عم‎ 0 -inx 
ا‎ f dx E dx 
1 TT _inx inx 
= e -e “(dx 
۳ 0 ) 
= f مله‎ ox dx 
7 0 
(مرومی -0 ل د‎ , 2 © 
nrt 


> ع > جد , کم ۳[ و ® د وم 
Ee‏ 7 
وبالإمكان التحقق من صحه اليد نی (2. 1 (G3.‏ 
5 


j 21 )3.19(‏ ,2 ہے اوه (1-) 1 - 


07 


تمارين (3.1) 
(1) تحقق من تعامد المجموعة 2ع ۳:8 ۳ع) في (/,1-)7/. 
(2) أثبت صحة المساواة (3.19). 
(3) هل المتسلسلة Dx‏ + 216)صذة سي يروس 3 متقاربة بانتظام» ولماذا؟ 
(4) أوجد مفكوك فوريير للدالة الثابتة 1 = (*)1 على .]-٣,٨[‏ 
(5) أوجد مفكوك فوريير للدالة المعرفة على [1,1-] بالقاعدة 


0 -->*>0 
f(x) = 
1 0>«*>1 
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(6) أوجد مفكوك فوريير فى ( ,)4 للدالة |×| - ۸= (۰10 وأثبت أن تقاربه 

(7) إذاكانت ام < متقاربة فأثبت أن المتسلسلة 0582 وه دم و 
دالة متصلة على [7,7-]. 

(8) أثبت أن المتسلسلة (حصنه رط +عتمومء ةر +20 تمشل دالة في 


(7,::-)”/- إذا وفقط إذا كانت المتسلسلة (0 + 80) ر_, < متقاربة. 


(3.2) التقارب النقطي لسلاسل فورییر 
نقول عن الدالة ©+ 1 : ۶ |نها دورية (6710010) إذا وجد عدد موجب ٥‏ 


م 


10 + 0( - 10 VxeR 620 
ویسمی م عندئذ دور (065100) الدالة 1. لاحظ أن العلاقة (3.20) تقود إلى‎ 
f(x + np) = f(x + (n-1)p + p) = f(x + (n-1)p) = ۰. < f(x) ° 
f(x - np) = f(x — np + p) = f(x - (n - (م(1‎ = ... - f) Vn e N 


عن دور الدالة فاننا غالبا ما نقصد أصغر عدد موجب ص يحقق المساواة (3.20). فعلى 
سبیل المثال دور الدالة × ١1ء‏ والدالة 605 هو ۰27 بینما دور الدالة x‏ زو 
أو x‏ ووه هو 2#. آما الدالة الثابتة فان کل عدد موجب هو دور لها. 
إذا كانت المتسلسلة 
0O ۰‏ 
(a cosnx + bq sin nx) )3.21(‏ ری ,> + مه = 500 


متقارية على 15 فمن الواضح آنها تمثل دالة دورية في 27 لأن 27 هو الدور المشترك 
لجمیع حدودها. وقد وجدنا فى البند السابق أن اختیار المعاملات فى هذه المتسلسلة 


بالشكل 
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r 
20 = انرا‎ 


a= 41 | fODcosnxdx 


0 | 200 علعصمةة‎ , neN 
7 7 
حیث 1 آي دالة فى 5006 » يقود إلى أن‎ 
)رد‎ = ao + 3 1 _ (ax coskx + جک املع يط‎ f(x) (3.22) 


ونريد الآن أن نبحث في إمكانية وشروط تحقق التقارب )۴ <- (:),5 نقطيًا على 


c[-r,r]‏ ومن ثم على 15 بعد توسيع تعريف 1 من [7,7-] إلى 8 بالامتداد الدوري 
f(x + 27( =f) Vxe R‏ 


بعبارة أخرى» إذا كانت ۶ دالة دورية» فمتى يمكن تمثيلها تقطيًا بمتسلسلة 
من النوع (3.21)؟ للإجابة على هذا السؤال سنبدأ ببعض التعريفات. 


تعريف (3.1) 
(1) نقول إن الدالة © ج [ط,ه] : ۴ متصلة قطعًا )piecewise continuous)‏ على 
[طية] إذا كانت 
() متصلة على [3,0] باستثناء عدد منته من النقاط (ولا , . . . ,]. 
() نهايتاها اليمنى والیسری 
lim ۲0-16 ( , lim f(x) = f(x?)‏ 
XK;‏ 


سس( 


موجودتین عند كل × باستثناء النقطتین 2 و 0 حيث يشترط وجود 
( 1 و ( 1 فقط. 


(2) تكو ن الدالة 6 ج [ط,ه] :۴ ملساء قطعيًا (piecewise smooth)‏ على [a,b]‏ 
إذا كانت كل من ؟ و "1 متصلة قطعيًا على [طره]. 

(3) تكون الدالة المعرفة على فترة غير محدودة متصلة (ملساء) قطعيًا إذا كانت 
متصلة (ملساء) قطعيًا على كل فترة جزئية محدودة من مجال تعريفها. 
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لاحظ أن الدالة المتصلة على [2,0] تکون متصلة قطعيًا على [طره] » ولکنها 
قد لا تکون ملساء قطعيّاء مثل الدالة 
=x , 01‏ (۶0 
حيث إن النهاية الیمنی للمشتقة (*)"] لا توجد عند 0. ومن جهة آخری فان الدالة 
الملساء قطعيًا قد لا تکون متصلة» مثل الدالة المعطاة في المثال (3.1). 
تعرف النتيجة التالية بنظرية فورییر الا ساسية. 


نظرية (3.2) 
لتکن 6 ج 8 : 2 دالة دورية فی 27 وملساء قطعیّا على ۸. إذا كان 


۳ 
د 

7 ات 
a, = j_fDcosnxdx‏ 


9 - ل‎ f rODsinnxdx ,„neN 
7 مس‎ 
فان المتسلسلة‎ 
ao + 3 مار‎ cosnx + b, sinnx) 
۳ 8 
EE) ۳ ) متقاربة عند كل 15 > × من‎ 
ملحوظات‎ 
وتتقارب‎ {f + ۴)×7([= ۴)×( إذا كانت × نقطة اتصال للدالة ۴ فان‎ )1( 
المتسلسلة من (×)؟» وإذا كانت × نقطة عدم اتصال فإن التقارب يكون من‎ 
. متوسط "القفزة" فى قيمة الدالة عند‎ 
بما أن كل دالة متصلة قطعيًا على [:,-] تنتمي إلى (7,:-)2 که (انظر تمرين‎ )2( 
فإن 0 ج ,ة؛ 0 ج وط عندما مه ج 2 (راجع الملاحظة (3) على‎ )3.2.1 
.))3.1( النظرية‎ 
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(3) باستخدام الصيغة الأسية لمتسلسلة فوريير نحصل على التمثیل ۱ 
>f) + f(x )]= 2 ۰9 ۶‏ 


لاق دالة 1 تحقق شروط النظرية (3.2)» حيث 
6- £ 1 5 
j fe dx VneZ‏ = ,6 


كما أن 0 ج و عندما ± ج ١‏ لأي دالة متصلة قطعيًا على .]-۸,١[‏ 
وسنستخدم هذه الصيغة لإثبات النظرية (3.2). 


برهان النظرية 
“ملح نو ۳ 3 2 Sq (x)‏ 


عام ی SSE f(t)e‏ 
ويه ۰ 0-7 8 
8 دقر - 
E SHG ۵‏ = 
(3.23) 004+ 105 ] = 
حيث يدل الرمز (0,)5 على المجموع 8 ,< سر الذي يسمى نواة 


ديريشليه (اعصتع1 112:00166)» نسبة إلى الرياضى الألمانى لوجان ديريشليه 
Dirichlet (1805-1859)‏ عصدوزك.1. لاحظ أن 


0 م 


(أع پ 26ای ...+ 1)26 م + ی ر = )رآ 


( 2۳5م + e‏ کم + 0( قضني_ل => 
27 


| یل 
كلم 1 2r‏ 





شكل (3.3) 


من جهة أخرى فإن علاقة أويلر تعطي 
D O DE 265‏ 


(3.24) 1/2- 0 ات = 2,)5(06 ,| ¬ 
وبما أن (ع),(1 دالة زوجية فان 1/2 = ](ع),(1 ۳ أبس رات تسسا بعلن 
[f (+۱0((- fC) f Dn (E)dE + £(x7) f Dn (dE‏ 
وباستخدام المعادلتيين (3.23) و (3.24) نرى أن 
f(x )IDn (5)5‏ - +۱۳ - ۶0+ (21۳0- 5,0 
ع4(ع) f [f(x +ë) f(x*)IDn‏ + 
وبالتعريف 
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( ۴6 -(۶+*)] 
1- كام 

( 0۲( + )1۲ 
1- کم 


0 >> - 
-(8)5 
5 > 5 >0 
فإن 
1 1 ت 1 
f ENE - DD, (E)dE‏ ۶6۲۱+( 5۵0-2160۴ 
عم _ 1(5خجم)ذ الك 
(223) وه( 1م > 
ہما أن + ملساء قطعیّا على [7,-] فان ع أيضا ملساء قطعيًا على [7:,7-] 
باستثناء النقطة 0 = 13 حیث (باستخدام قاعدة لوبیتال) 
ولو LCS‏ اتات ذا 
e‏ جع *0جع 
فنستنتج أن ع متصلة قطعيا على الفترة [7,7-] بکاملها. ومن الملحوظة (3) أعلاه 
نرى أن معاملات فوريير للدالة ع تحقق 


— عن -iné‏ > و 
د لت 27 مه 


بالرجوع إلى المعادلة (3.25) نخلص الآن إلى أن 
<-[( ۶606+ رمع lim S,(%-‏ 
2 1-00 


lim cC, = 
(00 


كمت-ى _ 1(5خم)1 7 1 : 
= سل lim‏ 
0= و0( 6 و" 0 


وکما هو متوقع › فان للنظرية (3.2) تعميمًا یعالج حالة الدالة الدورية في/2 
بدلا عن 27. 


نتيجة (3.2.1) 
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1 
0 7 = و2 


a 


8 - 
مه‎ f f(x) رنه‎ dx , neN 


۶ دوو‎ x dx 


0+ 2 n و0‎ x + 0 ون‎ 


متقارية عند كل 8 € »امن ( +( 280 


البرهان 
lx. ۲‏ : 
بتعریف الدالة (ک )1 = )ع نری أن (۸)ع > (27 + )8 وأن ع تحقق شروط 
النظرية (3.2) وتقود إلى النتيجة المطلوبة. 
بالرجوع إلى المثال (3.1) نلاحظ أن 0 = × نقطة عدم اتصال للدالة ] وأن 
1 1 
1-1-1-0( ۶60+ 00]]- 
f(0 ([ 2 )‏ + 2 
بما يتفق مع قيمة متسلسلة فوريبر 


_ 4 ول‎ 
S(x) = DS E ET sin(2n + 1)x 





عند 0 = . وبما أن 7/2 = × نقطة اتصال للدالة فان 
02-59 
e sin(2n + 1)2‏ ا ۳ 
ا 
فنحصل بذلك على إحدىالمتسلسلات التي تمثل العدد 7 
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r= 4)1- a 


لأي دالة حقيقية 1 سنستخدم "8 1 على الجزء الموجب من الدالة» أي 
أن 00" ۶ تساوي 100 حینما كانت 0 < (10 وتساوي 0 حیثما كانت 0 > (1. 


بعبارة آخری» [[(508/+6000] 2 = (م ۳ 


مفال (3.2) 


أوجد منشور فوريير للدالة 
v(t) = (2 cos 100 ©"‏ 


الموضحة في الشكل (3.2). 





شكل (3.4) 


ملحوظة: تمثل الدالة 7)0 التوتر الكهربائي (۷011280) الذي ينشأ بفعل مرور تيار 
متردد عبر صمام كهربائي. 


الحل 
نحصل على الدور /2 من المساواة 


^ - 100 
/ 


0 -/ جه 
بما أن ۷ دالة زوجية فان 0 = وط لكل 2. 1-0 


= 1001 
20 = 0 


1 f v(Ddt 


1/200 
= 100 ۳ 2 0910071 dt 


< 


/ 
an ۴ v(t) cost dt نت‎ 1 
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1/200 
= 0 و‎ 2 60510071 609100271 dt 

20 
= 0 1 [cos(n + 1)100rt + cos(n — 1)1007rt ]dt 


1/200 
a = 200 | ,  (cos200rt+ 1)dt =1 


1/200 























< ۷8 اد + sin(n + 1)100rt‏ |= مه 
0 1-1 1 ]7 
sina)‏ لم +3( + موز 1 2 - 
2 8-1 2 1 7۲1 
7 1 2 
n—‏ 605( - سڪ 
r (1 n-1 2‏ 
1 4 
COS‏ = = 
2 (1- م7۲ 
0= و0 دح وج ج 
3 37 2 
4 
0= لسلسم = 
5 1517 


v(t) = + 60510071 + ¢ 00520071 — e + ..۰( 
1 


- + cos100rt — SS اا‎ 





i 

لاحظ أن هذه المتسلسلة متقاربة بانتظام (باختبار فایرشتراس)» بمايتفق مع 

کون الدالة ۷ متصلة» فكل متسلسلة متقاربة بانتظام تكون نهايتها متصلة إذا كانت 

حدودها متصلة (را sS‏ الكو لجار مر 

۱ ۱ ۱ 3 مر متقاربة 

على (1,1-) حيث تمثل الدالة المتصلة ل > لكن تقارب المتسلسلة ليس منتظمًا 
على هذه الفترة. ما إذا كانت المتسلسلة من نوع فوريير فان لدين التيجة ای 
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نظرية (3.3) 
إذا كانت دالة متصلة على الفترة [7ر7-] بحيث (1)6 = (7-)۰1 وكانت '1 متصلة 
قطعیّا على [۸,7-] فان المتسلسلة 


(3.26) داع 7 20 


متقارية » حيث م2 و ما هي معاملات فورییر للدالة ؟ 


1 
an = — f 60۵ دمم‎ nx dx bq = "FO sinnx dx 
1-7 7۲ ٩-۲ 


جدير بالملاحظة» قبل برهان هذه النظرية» أن الشروط المفروضة على الدالة 
+ فى هذه النظرية هی الشروط ذاتها المفروضة على الدالة الدورية في النظرية (3.2) 
مضافا إليها شرط الاتصال على [7,-]. 
البرهان 
بما أن "1 متصلة قطعيًا فهي تنتمي إلى (:5,7-)ك فتکون کل من المعاملات 
۵ 7 1 ,7 , 7 1 1 
(x)dx , af = | (x) 605 0 dx‏ ۳ 2 = 20 
: م 1 
bf == | f'(x)sinnxdx, n e N‏ 
7 7 
موجودة. وبما أن 1 متصلة وتحقق (16 = (7-)1 فان 
0-0-0 - ]سك = وله 
27 


2 = r cosnx|” , + f sinnx dx = nb, 


, 1 7 Mr 
bj = 100 زو‎ 2 E) cosnx dx = —na, 


2 + 2 3 = بروج 


N 
SE تج‎ 


n=l n 
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1/2 
N 1 N ور‎ ,2 
سدم‎ e: + bf 1 


حيث نحصل على العلاقة الأخيرة باستخدام متراجحة كوشي (1.5). ومن متراجحة 


بيسل (1.21) نجد أن 
N 7 f 1 4 f‏ 
(x)]Z dx > oo‏ ۳۳ > + هار 


5 نت من تقارب رو ۲ أن المتتالية المتزايدة SN‏ محدودة من آعلی ؛ فهى 
١ n‏ 


إن اة 
نتيجة (3.3.1) 

|ذا کانت ۶ تحقق شروط النظرية (3.3) فان نقارب متسلسلة فورییر 
sinnx) 6.27)‏ رط + a0 + HEG cosnx‏ 
من الدالة ؟ على الفترة [:5,7:-] منتظم ومطلق. 

البرهان 


واضح أن امتداد الدالة ۶ من [7,7۳-] إلى 8 بالعلاقة 
fx + 27( - f(x) ۷ ۶ 6‏ 


0 


هو دالة متصلة تحقق شروط النظرية (3.2)» وبناء عليه فان متسلسلة فورییر (3.27) 


تتقارب من (10 عند كل 8 > <. ولکن 


۱ 2 2 
| ىه‎ cosnx + رط‎ sin nx|<la, |, کا‎ 21/27 + 2 


وبالنظر إلى تفارب 9 + ۰/22( فان المتسلسلة (3.27) متقارية بانتظام باختبار 


û 
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بوسعنا الآن» بناء على النتيجتين (1.1.1) و (3.3.1)» أن نقول بأن الدالة التى 


تحقق شروط النظرية الأساسية (3.2) دالة متصلة إذا وفقط إذا كانت متسلسلة فوريير 
التي تمثلها على 8 متقاربة بانتظام. وغني عن القول أن هذه النتيجة تسري على 
الدوال الدورية في/2 كما تسري على الدوال الدورية في 2. 


نتيجة (3.3.2) 


لأي دالة 4 تحقق شروط النظرية (3.2) تكون متسلسلة فوريير التي تمثلها متقاربة 
بانتظام إذا وفقط إذا كانت ۶ دالة متصلة. 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


تمارين (3.2) 
أثبت أن كل دالة متصلة قطعيا على [ابة] تنتمي إلى (0به) کل . 
عين الدوال المتصلة قطعيًا والملساء قطعيًا من بين الدوال التالية : 
O) ۲6-1 , xeR‏ 
„x e R‏ أملوا = f(x)‏ (01) 
(i) f) =x , O<x<l , f(<+D = f)‏ 
,-1<x<1 , f(x +2) = f)‏ دوم = iv fC)‏ 
[(x|,xeR‏ < 100 (۷) 
حيث [×] هو الجزء الصحیح من العدد ×. 
افرض أن كلا من الدالتین ۴ و ع ملساء بالتجزيء على (0بة). آثبت أن كلا من 
المجموع ع +۴ وحاصل الضرب ع ؟ آیضا ملساء بالتجزيء. ماذا یمکن أن 
نقول عن ناتج القسمة ع /۴؟ 
افرض أن 1 ملساء بالتجزيء على الفترة (8,5) ودورية على *1. 
() أثبت آن] ملساء بالتجزيء على 15 
رن إذا كان دور الدالة ] هو 2  -‏ فأثبت أن 
f(Odx = / ۶‏ ۳ 


لكل فترة (6,0) تحقق 2 - 0 - 6 - 4. 
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(5) افرض آن] دالة ملساء بالتجزيء على (3,6) وأن 


_ جع‎ 759 
1 h 


00 , (ط)ع 


. + + 
g(0)=f'(x)‏ 
(6) أثبت أن ,2 دالة زوجية ودورية فى 27. 
)0 أثبت أن نواة ديريشليه D,(5)‏ تساوي 
sin(n + 15‏ 
D,() = 27 sin(é /2)‏ 
2n +1‏ 
7 27 


E#0,t2r, 4۰ 


t2r, 2 4 ...‏ , 0 - ع 





(8) أوجد قيمة (ع),( العظمى. 

(9) أوجد حلول المعادلة 0 =(5,)6. 

(10) اکتب تفاصيل برهان النتيجة (3.2.1). 

(11) اكتب نص الصيغة الأسية للنتيجة (3.2.1). 

(12) أوجد منشور فوريير لكل من الدوال المعطاة في التمارين من (12) إلى (17) 

بعد التحقق من استيفاء شروط النظرية (3.2): 
f(x+2r) = f(x)‏ , 0>:>ع- , 0-1 

81016 , 0 > ۶ > ۲ 

f) =x , 2 > ع‎ > 2 , + 4( - 19 )13( 

f) = |x| , ~r Sx > 7 , f(x + 27( = f(x) (14) 

100 = sin2x , rsx Sr , f(x + 20 = f(x) (15) 

f()=e“ , -1<sx<1 , f(x +2) = 1 )16( 

f()=x , -1 > > 1 , f(x +2) = 109 (17 

(18) حدد نوع التقارب ؟ ج ,5 في كل من التمارين من (12) إلى (17) من حيث 

انتظامه. 


)19( 


(20) 


(21) 
(22) 


(23) اڈ 


Tu O ... + )-1(" AS 3‏ كع 
8 9 3 


(24) 


)25( 


او اور 101 


احسب قيمة المتسلسلة (*)5 في التمرین (16) عند 1 = × وفي التمرین (17) 
عند 1 = . 
استخدم مفكوك فورییر للدالة × = ()1 على [7,7-) للحصول على 
۱ 
استخدم نتيجة التمرین (14) للحصول على متسلسلة تمثل العدد 57. 
استخدم منشور الدالة ۷ في المثال (3.2) للحصول على منشور للعدد 7. 
ات أن 


2 
2 


ود و از رن صن 


را IS‏ شان 


و ۳-۱ 2 روم 0-۱ 
افرض أن ؟ دالة ES‏ الامتداد الزوجي الدوري 
)even periodic extension)‏ للدالة ۶ بأنه الدالةالدورية في/2 المعرفة على 
۸ -) بالشکل 
> > 0 , :)1 
= ()ج1 
0 > /- , (6-)] 
كما یعرف الامتداد الفردي الدوري (5108م6<ء همم ۵00) للدالة ۶ بأنه 
الدالة الدورية في /2 المعرفة على [/ /-) بالشکل 
> 0 , )1 
= )10 
0 > 0 , (-)]- 
إذا كانت الدالة ‏ متصلة على [/,0] فأثبت أن م1 آیضا متصلة على » ولکن 
150 متصلة إذا وفقط إذا كان × = (/)1 = (۴)0. 
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(26) 


(27) 


(28) 


(29) 
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باعتبار × = (٭×)٤‏ على [0,1] احسب مفكوك فوريير لکل من .1 و 10 موضحا 
إجابتك بالرسم. 
آوجد مفکوثك فورییربالصیغة ال لا 
>> ۲ , ۳و < fx)‏ 
f(x + 27( = f(x)‏ 
أوجد مفكوك فوريير للدالة 
f(x) = cox „xe R‏ 
آوجد کر فورییربالصيغة الأسية الا 
x , 2 > 2 >2‏ = و1 
f(x + 4) = f(x)‏ 
وقارن ما تحصل عليه بنتيجة التمرين (13). 


الفصل الرایه 


کثیرات الجدود المتعامدة 


(4.1) مسألة شتورم - لیوفیل الشاذة 
ذکرنا في الفصل الثاني أن مسألة شتورم - لیوفیل العادية عبارة عن معادلة 


تفاضلية من النوع 

(pu) +ru+AÃwu=0 , a<x<b (4.1) 
بشروط حدية تحقق‎ 

uv’) = 0 )42(‏ - مام 


حيث افترضنا أن 0 < (×)م وأن 0 < (0 على الفترة المحدودة المغلقة [ط,ه]. 
وسیترتب على الاخلال بواحد أو أكثر من هذه الشروط أن تتحول المسألة إلى ما 
یعرف بالنوع الشاذ. في هذا الصدد سننظر في المسائل الشاذة التي تنشأ من الأوضاع 
التالية : 
(۵ 0(<20 عند ۲<۵ أو ۰-9 أو کلاهما. 
(نن) ‏ الفترة (ط,8) غير محدودة. 

في الحالة الأولى نجد أن الطرف الأيسر من (4.2) يساوي الصفر عند الطرف 
الذي تتلاشی (×)م عنده دون الحاجة إلى فرض شرط حدي عند ذلك الطرف. وفي 
الحالة الثانية سیترتب على انتماء الدالة نا إلى (0,)" أن 0( عندما مج ح. 
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في هذا الفصل سنعرض بعض الأمثلة لمسائل شتورم - لیوفیل الشاذة 
ونتعرف على خواص حلولها. لقد وجدنا أن أبسط مثال لمسألة شتورم - ليوفيل 
العادية؛ وهي التي تنشاً من المعادلة 0 = ا + "اء تقود إلى المجموعة المتعامدة 
nx: ne N}‏ ۳,510 1,605) ونظرية فوريير» وهي موضوع الفصل الثالث. وسنرى 
الآن أن حلول المسائل الشاذة تقود هي الأخرى إلى مجموعات متعامدة من الدوال» 
تشكل في مجملها نماذج لما يسمى بالدوال الخاصة .(special functions)‏ 
سنخصص هذا الفصل لدراسة حلول معادلات لوجاندر وهرميت ولاقير» وهي 
كثيرات حدود» ثم نتقل في الفصل الخامس إلى معادلة بیسل وما ينشأ عنها من 
حلول. 

سنرى من خلال دراستنا لهذا الفصل أن الانتقال من مسألة شتورم - ليوفيل 
العادية اف 
للمسألة الشاذة» ولتکن (, > 2 : ,0) » تتمتع بالخواص الأساسية التي تتوفر 
للمجموعة nx, 510 ١x: 2 © N‏ 605 ,11 » وبصفة خاصة فان 
(1) المجموعة ام" © 2 : ,0) متعامدة وتامة في (مع) ”ل » أي 

۳) = PN تک‎ 0, Vf el (a,b) 





وفي ذلك تعميم لنظرية (3.1)› وهي النظرية التي قبلناها دون برهان. 
(2) إذا كانت الدالة ۶ ملساء قطعيا على [طره] فان المتسلسلة 


وو مگ دع 


0 
اما" 
متقارية نقطیا عند كل (6)2,0 من 6+۵ . وفي ذلك تعمیم لنظرية 


02ک الب هان على خلت رقم حار طاق هذه المعالجتة: 
يمع ربج 
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(4.2) کیرات حدود لوجاندر 
تسمى المعادلة التفاضلية 
(4.3) 1[ >«>1- , 0- نزخ + xy" -2xy'‏ - 1) 
معادلة لوجاندر. نسبة إلى الرياضي الفرنسي (1752-1833) 16۵62070 .1 - ۵ 
وهي من أبسط الأمثلة على مسألة شتورم ‏ ليوفيل الشاذة» حيث تتلاشى الدالة 
× - 1 = (×)ص عند الطرفين 1+ = ×. بوضع المعادلة (4.3) في الصورة 


2۸ 2 , 
E 





سل 1-2 


نری آنها قابلة للحل بطريقة سلاسل القوی حول النقطة 0  <‏ ولذا نفرض أن 

“۶ر 2 = (*)لا . بالتعويض في المعادلة (4.3) نحصل على 

(1x), yk(k= ری لوج مر 7-2 و(‎ =0 
2 )أن‎ +2(k +e, 2 + (A= k(k +1) ]x* = 0 


م ۸- + ےر م ر 
 (k+1)(k+2) *‏ 2 


إذا كان (+0)م = :۰2 حيث و ۰96 فمن العلاقة (4.4) نحصل على 


1—x 


(4.4) 


۳ كبو = بو << يبو = 0 
ویترتب على ذلك أن آحد حلي المعادلة (4.3) كثيرة حدود. بهذا الاختیار للمتغير 
البارامتري ۸ تأخذ العلاقة (4.4) الشكل 
k(k+D-n(n+D . _ (k-n)(k+n+1)‏ _ 


 (k+1(k+2) * 2‏ * وبماب لجع 


على افتراض أن 60 و ٩‏ ثابتان اختياريان» فإننا نحصل من (4.5) على بقية 
المعاملات 
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5 2+2 وه ۹ ( ۲2 ات 
و ات e‏ 3 )2-22( تن 
(n-2)n+3)n(n+D _ __(n-3)(n+4)(n-D(n +2)‏ _ 
E I EE = 1‏ = 
1 فب باه الا اک خی 2 د - )وج 
3 یگ )4 YT‏ اس و )2+ a‏ -» + 


co¥o(X) ۰۱۲۱‏ = 
حيث المتسلسلتان ولا ورل متقاریتان في (1,1-) ومستقلتان خطيًاء فالأولى دالة 
زوجية والثانية فردية. لكل 3 في و نحصل الآن على زوج من الحلول المستقلة 
1000-1 ,9-0 


5 1 1 
٠‏ م چک + وچک + رح 
IS‏ 7۱ 


n=l, )ور‎ =1? x لج‎ 


3100 =x 
n=2, yo) = 1 - 3% 
23 1 5 
xX) =x =x" + سس‎ 
1۷۱ 3 5 


+٠‏ ثيرو + Yo(x) = 1 - 6x?‏ ,23م 


لمك × - وبر 


كثيرات الحدود المتعامدة 100 


ونلاحظ أن أحد الحلین كثيرة حدود والآخر متسلسلة قوی متقاربة في (1,1-)ء ون 
كثيرة الحدود - وهی محل اهتمامنا - على الصورة 


a,x + Ea + a 4x +. )4.6(‏ 
فهي كثيرة حدود من الدرجة ۰ إما زوجية أو فردية تبعا للعدد .١‏ إذا اخترنا معامل 
آکبر قوة "× بأنه 

_ _ 2۵! 

" 2)7 

35۰۰. (2n -1 

_ 1352-1 47 

n! 


فان كثيرة الحدود التي تنتج عن هذا الاختيار تسمى كثيرة حدود لوجاندر 
legende مoاyn omi)‏ ) من الدرجة ۰٦‏ ویرمز لھا ب (0),. 
يترتب على الاختيار (4.7) أن بقية المعاملات في (4.6) تتحدد استنادا إلى 
العلاقة (4.5) على النحو التالي : 
(02)1-1 
(2)028-1 
(2n)!‏ (2)08-1 
2 (1- 2020 
ا(20-2) 
2"(a-1)!(n-2)!‏ 
(n-2)(n-3) @n— 4)!‏ 
pag ras RC TAD DAT RR‏ 
2"2!(n— 2)!(n — 4)!‏ (4)20-3 
ونجد بالاستقراء على الصيغة العامة لمعاملات كثيرة الحدود (4.6) أن 
2n-2K)!‏ 
يالف ا ^)1( = ره 
2"k!(n— k)!(n- 2k)!‏ 
مع ملاحظة أن المعامل الأخير يساوي 
n!‏ 02 
(n/2)!(n/2)!‏ "2 


2 2و2 


, n-2k>0 )4.8( 


30 = (-1 
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عندما يكون 8 عددًا زوجياء ويساوي 
لاجس ل 
Ir +1‏ 
حدر 
۳ 


إذا كان 2 عددا فردیا. وبذلك نتوصل إلى التمثيل التالی لكثيرة حدود لوجاندر من 





1-1 
=) 2 


1 الدرجة‎ 
۳ 0" (2n -2k)! n-2k 
P رح ي‎ 49 
)م‎ = 2 × 2"k!(n-k)!(n- 2k)! 09 
_ _ 2۳! ہے‎ __ 2۴-2! «2 + 


2" (n) 2"(n-1)!(n-2)! 


ا ٠‏ أي 2 ان كان « عددذا زوجیا أو 


لل إن كان فرديًا. ونحصل من التمثيل (4.9) على 
Po(x) =1‏ 
P(x) =x‏ 
(1- ل = () وم 





2 )( = x -3( 
بم‎ )( = (04 -302+3( 


70x +15‏ - 63( = )وم 


بوسعنا الآن أن نضع النتائج التي توصلنا إليها في النقاط التالية : 
(1) لمعادلة لوجاندر 
x)y” - 2xy' + n(n + 1)y =0 (4.10(‏ - 1( 
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حلان مستقلان» أحدهما كثيرة حدود لوجاندر من الدرجة 1 المعرفة بالصيغة (4.9)؛ 

والآخر دالة تحليلية في الفترة (1,1-) ممثلة بمتسلسلة قوى حول النقطة 0 = ى 

يرمز لها بالرمز ,0 وتسمى أحيانا دالة لوجاندر. فنجد على سبيل المثال أن 
L-l‏ 


...م + وت بعر - ع« 
3 000 


1 1+x 
= لس عم[‎ 
5 2008 


(2) بما أن معادلة لوجاندر من نوع شتورم ‏ ليوفيل فان حلولها متعامدة في 
(1,1-)2 ل » وبصفة خاصة فان المجموعة (770 26 : ,3) ؛ وهي الحلول المحدودة 
على [1,1-] ؛ متعامدة وتامة في (1,1-)* م. وسنتأكد من خاصة التعامد هذه بأكثر 
من طريقة (انظر تمرين 4.1.2 على سبيل المثال). 

(3) نظرًا لأن معادلة لوجاندر متجانسة فان (*),65» لأي ثابت 6 أيضا يحقق 
المعادلة وقد اختير معامل في ۲,00 بالشكل (4.7) لكي تحقق ,7 العلاقة 
1 > (2,)1 لكل 2 كما سنرى في البند (4.2). 

وفيما يلي نعرض الرسوم البيانية لبعض كثيرات الحدود ۾ : 
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(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
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تمارين (4.1) 

تحقق من أن (:), حل لمعادلة لوجاندر (4.10) في الحالات 
الخاصة 3= م 4 2 . 
لد SE‏ نا 

x, ×, >, ×, × :-1 > ۲ >[[‏ ,1{ 
إلى مجموعة متعامدة. قارن بين النتيجة وکشیرات حدود لوجاندر 
Ps}‏ وو .{Pos P1, P2, P3,‏ 
أثبت أن ( كنكل )> 0-1-2 0. 


استنتج من الصيغة (4.9) أن 
No, Pan, (0) > 0‏ ۷8 
(1- 1۰3۰5۰۰۰020 
سس ([-) = (0) ررط 
وا 

استخدم صيغة ذي الحدین 


n n ۱ 20-16 
(x -1(* = 2 کم‎ TE 


والعلاقة (4.9) للحصول على صيغة رودر 7 (Rodrigues Formula)‏ 


زو مم كف اب = وميم 
تحقق من أن الدالة ,۳ ال تحقق معادلة لوجاندر 
بالتعويض المباشر. 
أثبت أن التعويض 0050 = × يحول معادلة لوجاندر إلى الشكل 


2 
50 0 4 
06 








+0 2 +n(n + 1( 51۳007 = 0 


حيث 7 > 0 > 0. لاحظ ظهور دالة الثقل 5100 فى هذه الصيغة. 
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(4.3) خواص كثيرات حدود لوجاندر 
توصلنا في التمرین 4.1.5 إلى التمثیل التالي لكثيرة حدود لوجاندر 


8 2 0 1 
1- 0ك ج ۳ 
n(x) ۳ ]) -1( [‏ 





)4.11( 


وسنستخدم هذه الصيغة المعروفة بصيغة رودريقس, لاثبات تعامد المجموعة 


No‏ ع2 :,۳) بطريقة مباشرة. 
افرض أن 72>0. باستخدام التكامل بالتجزي » نجد أن 





1 May 1 1 m 0 2_0 
رل اردع كر‎ = 5 x a (x7 -1) dx 





np! 5-1 
1 m 1-1 2 n | 1 80-1 ۱ 2 n 
۱ 62 -1( اقا‎ 0 62-1 3 








ام 2 EA‏ 1ت 
DL,‏ تين م 2n!‏ 


1-2 
-m(m —1) 5 (x2 - "ax 


m n-m-1 
=0 (Osn-m-1<n) 
Pq Lx" هل‎ 

۳۲, 1 ۷ ۱/6 


Vmzn‏ رو لبط 
لحساب ,۰۱/۳ نلاحظ أن 


1 1 1 3 
[ 0 - 1 ۳ )(x)u®™ (x)dx )4.12( 


لا 
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حيث (6-1 = (×)ء ونلجأ إلى التکامل بالتجزيء مرة أخرى لنحصل على 
(x)dx = - 1 ۰ (x)u"+D (x)dx‏ رن ا ۳ 


= (1 j ucu (dx 
= (-1)" (2n)! ] من‎ )4.13( 
0 j (dx = 0 
11 


۱ وج 0-0۳ سل - 
- +11 





_ n(n-D..2.1 
` (n+1(n+2)...(2n) 


_ (nD (1+) 
روم‎ 2n+1 


ام 2(م) 1 
(22(!)25+1 ` 


ومن المعادلات (۰)4.12 (4.13)ء (4.14) نجد أن 


1 2 
۳2 (x)dx = 
|_۸) = 


2 
neN‏ . شام ااام 
0 + م2 م | 


0 0 Pe 7 |1 P(x), ... 


متعامدة عياريًا فى (1,1-)*/ہ. 


|)" 





-1 


)4.14( 
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منال (4.1) 
بما أن الدالة 
0 >*>1- 0 
f(x) =‏ 
x <1‏ <0 1 
تفع في (1,1-)7/ » فمن تمام المجموعة [(2©710 :م8) في (1,1-) 7ل نستطيع أن 
تکتت 


09 ويفير 2 - 100 


حیث تتحدد المعاملات ,۰0 التی تسمی أحيانا معاملات فورییر - لوجاندر» من 





القاعدة 
1 2+1 و1 
uae ۰ )0(۲‏ 
و 2 “مم ۲ 
7 3 1 

(4.15) "+ () وساب - 2۳۲۱ + )۳0 2 = f(0‏ 
وبما أن الدالة 

-1/2 2-1 > >0 


1 
= ۶0-1-۲000 
1 > >0 0 لسو 


فردية فان منشور ؟ بدلالة م2 لا يشمل من قيم 2 الزوجية سوى الحد الأول و2. ويما 
أن 0 = (۳,)0 لكل 9 فردية فان قيمة الطرف الأيمن من المعادلة (4.15) عند النقطة 
0 = × يساوي 
5 + 1 1 1 
2-8000 = 2 = (۳)0 2 
[( 0) و 2 0)0 و 


بما یتفق مع تعمیم النظرية (3.2). 
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نظرية (4.1) 
لكل [1,1-]ع< ولكل 2 1 بحيث 1 > !)| فان 


00 1 
9 سي ی 


(یسمی الطرف الأيسر من هذه المساواة الدالة المولدة (generating function)‏ 





لکثیرات حدود لوجاندر). 
البرهان 
۳( - ی سل( م 
رو بوتر ‏ 8۰ 
۳ - 22) 1 


۱ x 

حيك © هي الدائزة }1= - ج | : ناك 2 في الاتجاه الموجب. 

إذا اخترنا العدد |؛| صغيرا بالقدر الكافي فان المتسلسلة الهندسية 
امعد 5۰ 

0 -2)2 الحم 

تكون متقاربة بانتظام على الدائرة ۰6 وبالتالي فان 

a 
ا‎ 2 | 3 8 2-0" 


n=0 (z- x) 
-1 
225 ا)4‎ 5 
211 ۱۳2-21 عدج‎ 2) 2 
م ] لب‎ 
21 -ع اع-ع(!‎ 2+ 22 - 2 
حيث أصفار المقام 22-122 + ×2 - ] هما‎ 
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1-¥1-2xt+ _ 1+ 1-2xt+ 2‏ _ 
د > E‏ 
وعندما يكون العدد |؛|] صغيرا فان المقدار 
...+ 1 د 1-2xt+{‏ 
يكون قريبا من × - 21 و نستنتج أن × ہ ر2 يقع داخل الدائرة 0 بينما ×= نه ر 
يقع خارجها. من نظرية الرواسب» نجد الآن أن 


۳ 2 
P (x)t" جع‎ 
2, لحم‎ 8 2-21 ۱-2 22-2 


مع جب Rl‏ > 
(22 -27()2 -1)2- رده 
مس 2 
(22 -1)21- 

1 


1-24 + 2 

فنحصل بذلك على المساواة (4.16) لقیم † في جوار 0. لکن الطرف الأیمن من 

المعادلة هو منشور تایلور لدالة تحليلية في 1 حول ۰0 ویتحدد نصف قطر التقارب 

للمتسلسلة من النقاط الشاذة 1-2« =1 للدالةء أي أنه 1. وهذا يعني أن 
(4.16) صحيحة لكل 1 تحقق 1 > |ا|. 


نتيجة (4.1.1) 
VneNo‏ ۳-1۳ , 1-(1)/م 


البرهان 
من النظرية (4.1)ء لدينا 
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o0 1 1 0 

م ۳ - لس - ا(),تم, 2 
0 1-4 2بغ1-2ه ف 
o 1 o0‏ 

YD‏ = = ال نود ر2 


فنحصل على المطلوب بمقارنة معاملات القوى ". 


(1) 


2) 


0) 


(4 


(5) 


تمارين (4.2) 


‌ 


آثبت أن 
1 


1 AR n 
بت سم کے ی‎ 
[re - 1| r2 -2rcos0 +1 لدع‎ 
حيث 1 > ۰۲ ثم استنتج أن‎ 


1 1 vı 
O0 
2 n0 Pn )6050( 7 


Iva - ۷۱۱ ادا‎ 

















لأي متجهین ۷۱ و د۷ في المستوي بینهما الزاوية 0 بحيث 


۷2 
آثبت أن 
An+1)P,(x) VneN‏ = )2 - ()ربوط 
ثم استنتج أن 
1( وم و و ۳9 
أثبت أن 


(n + و ربوظ(!‎ = 2n + DxP,(x) - روطم‎ ۶۷ 
أثبت أن‎ 
(n (۲۵ = P'q,(x) - ۷۳,۵ ۷ 


۶ 


آثبت آن 


(0) 


(7) 


(8) 


(9) 
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xP',(x) = nP,(x) و(‎ ۱( VneN 
مثل كلا من الدوال التالية بمتسلسلة لوجاندر‎ 
0) رد وم1‎ 
iD هم‎ 1 
احسب الحدود الخمسة الأولى من منشور لوجاندر للدالة ۱ = (10 على‎ 
.]-1,1[ الفترة‎ 


أوجد منشور لوجاندر للدالة 


5 -1 ,-1>:> 0 
05 1, 0> <> 1 


مستخدما نتيجة التمرين 4.2.2. احسب قيمة المتسلسلة عند 0 = × وقارن ذلك 
بمتوسط النهايتين (1)07 و( 1)0. 

ابحث التقارب النقسطي لسلاسل لوجاندر في التمرينين 4.2.7 و 4.2.8 عند 
1+ = ×. هل التقارب منتظم على الفترة [1,1-]؟ 


(4.4) كثيرات حدود هرميت ولاقیر 


أولا: كثيرات حدود هرميت 


تعرف كثيرة حدود هرميت 8+۸ :,11» نسبة إلى الرياضى الفرنسى 


Hermite )1822-1901(‏ ۰۲۰ بالصيغة 


11 
(4.17) ل که (1-) = )11 


ومنها نحصل على المتتالية 


2x, ۲00 = 4-2, 11,0 83-12,‏ = 1۷,00 ,1 = نمك 
H,(x) = 166 - 48x? + 12, ۲۱,00 = 32x - 160 + 120.‏ 


كما نستنتج من التعریف (4.17) أن ,11 تتمتع بالخواص التالية : 
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0 م11[ كثيرة حدود من الدرجة 1 
البرهان 
ا = لم 
X‏ 
2 
“ىج کرو کاس 
4 
2 2 2 ۳ 
e * =(-2x)"e* +p(x)e *‏ 0 
X‏ 
حیث ‏ كثيرة حدود درجتها أقل من 2. إذن» من التعريف (4.17)» 
کم( + H, (%) = (-1"e* [(-2x)"‏ 
(2x)" + (-1)"p(x) (4.18)‏ = 
(03) المجموعة 1٤ N[‏ :,1]) متعامدة في 67 : )2ل . 


البرهان 
لتكن 2 > . إذن 
dx‏ کم( رامق ] (Hn:Hn)=‏ 
۳ 
dx"‏ 
بعد إجراء التكامل بالتجزيء 2 من المرات وملاحظة أن 
lim p(x)e* =0‏ 


مج( 


2 
eَ7* dx 





= (-" | 809 


لأي كثيرة حدود ۰0 فان 





0 ی 0مك 


dP 
ا‎ 


(Hn Ha)= )(۳ | 
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.m > لأن‎ 
د‎ Hp, LH, ۷ ۵ 
> Hp, LH, ۲ ۶ 


(iD‏ 2۳۵۱۷۲ رت 
البرهان 
dx‏ 112006 ] عمط 


2 
e * dx 





0 مرن "0-(- 


E —Hn 05‏ 
dx‏ تس بو مر = 
00 
حيث نحصل على المساواة الأخيرة من (4.18). ولکن (راجع تمرين 4.3.1) 
2 00 
dx= r‏ ۳ ۳ 
فنحصل بذلكك علی المساواة المنشودة. 


(«) لكل 1215 ,× فان 
1[ م 2 
(4.19) )و 11 5 اح و 
أي أن الطرف الأيسر من هذه المعادلة هي الدالة المولدة لكشيرات حدود 


البرهان 
بما أن ”ع = (ا,1 دالة تحليلية فى 1 فانها قابلة للتمثيل بمتسلسلة تیلور 
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n 





2-2 تب‎ 1 ۳۶ 
f(x,t) =e E at" ا‎ 








ولكن 
aPf ۱ _ ۵ _ × -)×-‏ 
at t=0 ar" =0‏ 
۱ ۲( 2 لي س 
at =0‏ 5 
2و 1 n x2‏ کے 
ید 6 E‏ 6 (1-) = 


0۳۶ 
arr 





|= De مگ‎ =H, 
6-0 dx" n 


نظرية (4.2) 

تحقق كثيرة حدود هرميت ,۴1 المعادلة التفاضلية 

y"-2xy + 20۷ =0 , xeR )4.20( 
البرهان‎ 

سنثبت آولا أن 

neN (4.21)‏ , روط H',(x) = 2n‏ 
وذلك باشتقاق المتطابقة (4.19) بالنسبة للمتغير ×: 

(4.22) ی >= 2 
ولكن الطرف الأيسر هو 


a Ha‏ 2= تور 
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۲( 11 2+1 سس ۳ 


!(1 +م) ۰-0 


(423) اه 22 


فنحصل على المعادلة (4.21) بمقارنة حدود المتسلسلتین (4.22) و (4.23). 
ومن جهة ثانية 0 .4) بالنسية للمتغير ) يقود إلى 


کت( 3 دش 0 ا "206-2 


ont"‏ > ع 


E iH O 222 7 ا‎ nt" 
ره‎ 


۳ 22 n=0 eT H (x) 2 ور‎ Har 0017 


- ره‎ 111001 + no Hast" 
وبمقارنة قوى 1 في طرفي المعادلة نجد أن‎ 

2:1) = 109 

2xH,(x) = ما2‎ (+ Hrı(%) , neN (4.24) 

من المعادلتين (4.21) و (4.24) نرى الآن أن 
,بلط + ترا = 2xH,(x)‏ 
(08 م "1 - وله + رم 221 H"(x)‏ > 
2H,(x) - 2(n+1)H,()‏ + 0 211 = 
(ر2 - (, 2۲۲ 0 
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تسمی المعادلة التفاضلية (4.20) معادلة هرمیت » وقد توصلنا إلى أن ,11 حد 
حلي هذه المعادلة. آما الحل الآخر فهو دالة تحليلية ممثلة بمتسلسلة قوی (انظر 
التمرین 4.3.6). 

بعد الضرب في ”*© تتحول المعادلة (4.20) إلى 
(5.25) ۲-0 “هود + ناب (e‏ 
وهي الصيغة القياسية لمعادلة شتورم لیوفیل على الفترة غير المنتهية (00,0-) 
حی ۴ = (00 0 < ,۰2 w(x) = e‏ وهذا يعني أن كثيرات حدود هرميت 
(ه ٠‏ :,11) » التي سبق أن أثبتنا تعامدها بالنسبة لدالة الثقل ۰67 هي مجموعة 
تامة في ( 8۳ :هه 4)٥,‏ لأنها تشکل مجموعة الدوال الذاتية للمعادلة (4.25) التي 
تنتمي إلى هذا الفضاء (انظر تمرین 4.3.7). 


انیا: کثیرات حدود لاقیر 
تسمی المعادلة التفاضلية 
)4.26( و26 , 0= نيم + (1-0) + xy"‏ 
حيث مه > ×> 0 معادلة لاقیر » نسبة إلى الرياضي الفرنسي (1834-1886) 6176داهم1 .8. 
ومنها نحصل على الصورة القياسية لمعادلة شتورم ليوفيل 
ney = 0 (4.27)‏ + رذ ميم 
بعد الضرب في ٠”‏ حيث نلاحظ أن دالة الثقل هنا * 6. ويإمكاننا الحصول على 
مجموعة حل ول المعادلة (4.27) المتعامدة والتامة في (” © هه ,0) ”2ء باتباع 
الخطوات التي سبق اتباعها للحصول على ,8 و م11؛ وهي 
1 = 1,00 
L(x) = 1x‏ 
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=1-2x + x?‏ :)وآ 


3ط + 1-3 = () وآ 


x 0 1‏ 1 5 
(4.28) (* ")£ توس 2 () ربا 
n! dx"‏ 
ونلاحظ على الفور أن لكل 2 > 90 فان 
كسس = (رر1, "ابو 
^m 0‏ 1 
n! 0 dx"‏ 


5 ساق مم ! 
ام (x"e‏ 000 و ون 


6 





0 - 
۶ ۷۵۵ 00 2 (سآ سا جب 
لأن ا کثيرة حدود من الدرجة 30 (تمرین 4.3.12). كما أن 
(x",L,) = )-(۳ ۳ x"e”*dx = (-1)"n!‏ 
وبما أن معامل مخ في كثيرة الحدود مرآ هو !1("/2-) فان 
n‏ 
هلر = سل 
n!‏ 


فنستنتج من ذلك أن كثيرات حدود لاقير ,را متعامدة عياريا في 9 ;0,0( کل . 


تمارين (4.3) 
(1) آثبت أن لدع خم j‏ بتحويل التكامل 
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(2) 
(3) 


(4) 


(5) 
(6) 
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Es 3 5 9 je + )dxdy 

— 00 0 J0 

بالنسبة للاحداثيات الديكارتية (إر) إلى تكامل بالنسبة للإحداثيات القطبية (7,0). 
أثبت أن كثيرة الحدود وا مكونة من قوى زوجية أو فردية متبعا للعدد ظ. 


أثبت أن 

حت ري لفك و 
بالاستقراء على 1. 
أوجد منشور الدالة 


0 , x<0 
re0] 


0<× و 
بدلالة كثيرات حدود هرميت (استخدم التمرين 4.3.3). 
عبر عن دالة “* = (*10 بكثيرات حدود هرميت. 
0 = ۲227 2 - "ر 
أيضا معادلة هرميت. بافتراض أن ",ری 2 = (×)ل والتعويض في 


2(k+r—-2) 
(k+r+2)(k+r+1) ک‎ 


وأن 0 = (20-1. ثم أثبت أن الحل المناظر للقيمة 0 = ۲ هو 


4 (20-2 2 22 
حم ۱ با 


0+2 7 


حيث وه ثابت » وأن الحل المناظر للقيمة 1 = ۲ هو 


2 
ا ا ig COE‏ 0 × | زر 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
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حيث ره ثابت» فيكون الحل العام للمعادلة 
yı(x)‏ + ملا = y‏ 
لاحظ أن كلا من ولاو ۷۱ متسلسلة غير منتهية (الأولى زوجية والثانية فردية) 
إلا عندما يكون .2 عددا صحيحا غير سالب» وعندئذ يصبح أحد الحلين كثيرة 
الحدود ,11 (باختيار مناسب للثابت). 
أثبت أن كلا من الدالتين 260 و (۷,0 ی تقترب من عدد ثابت عندما 
مج , وأن هذا العدد الثابت يساوي الصفر عندما يكون الحل كثيرة 
الحدود ,آآ. ثم استنتج من ذلك أن أي حل ۷ لمعادلة هرميت يحقق 
م > y2 (x)dx‏ ۳ 
إذا وفقط إذا كان ,11 > . 
أثبت أن الدالة 21۲,0۵ = (), با تحقق المعادلة 
0= رس 62 - 1 جه2)] v{‏ 
المعروفة بمعادلة شرودنقر .(Schrödinger’s equation)‏ 
تسمى س دالة هرميت ذات الرتبة 8. 
تحقق من تعامد الدوال ما 1ء ر1 على الفترة (0,6] بالنسبة لدالة 
الثقل * ©. 
أثبت أن 
ل 0 = () وآ 
عبر عن الدالة × - × = (00] بدلالة كثيرات حدود لاقير. 
أثبت أن و1 كثيرة حدود من الدرجة ظ. 
أوجد منشور لاقير للدالة "× = (10 حيث > على الفترة (0,60]. 
أوجد منشور لاقير للدالة ۵ = )1 مه > × > 0. 
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(15) آثبت أن كثيرة الحدود و1 تحقق المعادلة (4.26). 
(16) أوجد الحل الکامل لمعادلة لاقیر 
xy" + (1-x)y’ +ny = 0‏ 


عندما 0 = 8 1 2 . 


(4.5) تطبيق فيزيائي 

تسمى المعادلة التفاضلية الجزئية 

2 2 2 
0 1 0 0 1 0 ۱ =f 

dx dy 02‏ 
معادلة بواسون, وهي تمثل نموذجا رياضيا ملائما لوصف العديد من الظواهر 
الطبيعية » مثل المجال الكهروستاتيكي الناتج من توزيع الشحنة الكهربائية f(X,Y,Z)‏ 
في الفضاء الثلاثي. وفي نطاق خال من الشحنات» نرمز له ب 2© » تأخذ المعادلة 
(4.29) الصورة المتجانسة 


)4.29( 


4 + 3 4 =0 )4.30( 
Ox dy 02 

التي تعرف بمعادلة لاإبلاس» نسبة إلى الرياضي الفرنسي de Laplace‏ ,۳.5۹ 

(1749-1827)؛ وتسمی حلولها في (0*)62 دوال توافقية (harmonic functions)‏ 
على 2© . إذا أجرينا التحويل من الاحدائیات الديكارتية (2 ,لإ ,*) إلى الإحداثيات 

الكروية (0 ,0 ,5)» المعرف بالمعادلات 

x = r 050 sinp 

y =r 2100 sinp 

Z= + 0 


حیث 57 5 27,0 > 0 > 0 ,0 <1 
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فإن المعادلة (4.30) تتحول إلى 

AS E ول‎ )4.31( 
5120 00 0% sin” م‎ 7 

وعلی افتراض أن الدالة ذا لا تعتمد على الزاوية ۰0 أي أن المحور 2 هو محور تماثل 

للدالة ناء فان المعادلة (31 ا 


عم 0 





0 
E بت‎ 


سنستخدم ۰ ۷ المتغیرات لحل المعادلة (4.32)» فتفرض أن 
Vv) (w0)‏ = (۰۱)۲,0 و 0 بعد 9 يض في (4.32) علی المعادلة 


1 d د‎ dv 1 
و تدش‎ E E س‎ 433 
۷ dr ٤ dr ) wsinp dp 90 0 0 ۹ 


جن لوف لأس لاي ادن الم داي لسو وهذه 


المساواة لا يمكن أن تتحقق لا إذا كان كل من الطرفين عددا ثابتا» نرمز له ب.2. 
عندئذ نحصل من (4.33) 0 زوج المعادلات التفاضلية العادية 
(4.34) 0 > ۷- 2۳۷ + “بكر 
(sinpw’)' + Asinpw = 0 )4.35(‏ 

بوضع 0 = ك في المعادلة (4.35) وملاحظة أن 

1 ne ا‎ 1-2 9 

فإن المعادلة (4.35) تأخذ الصورة القياسية لمعادلة لو ا 
(4.36) 0= 2 +1 7 2ع 0 


وبوضع (1 + 2)8 = ۸ نحصل على حلول المعادلة (4.35) 
(29مع),۲ = wa(p) = P,(5)‏ 
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أما المعادلة (4.34) فهي من نوع كوشي ‏ أويلر» ويترتب على التعويض 
*, - ()۷ أن 
[a(a-1)+ 20 - n(n+1)]r" = 0‏ 
ملاع 0-1 ,معيو جد 
bar‏ + رد = ۷,6 ج 
فنحصل بذلك على الحل العام لمعادلة لابلاس (4.32) كتركيب خطي لمتتالية الحلول 
ملاعم , "')P,(cosp)‏ عوط + u(r, 0( = (ar‏ 
حيث ,3 و م ثوابت اختيارية. أي أن 
(5,0) ونان 2 = u(r)‏ 
(cos) )4.37(‏ و5( * عوط + مهار 3 = 
وجدير بالملاحظة في هذه النتيجة أننا أهملنا (لأسباب فيزيائية) دوال لوجاندر 
(006050» وهي الحلول غير المحدودة للمعادلة (4.35) على محور 2 (حيث 
1 = 6090) بينما استبقينا " ۲» وهي حلول (4.34) غير المحدودة عند 0 = 5. 
لكننا سنضطر إلى اختيار 0 = وط إذا كانت نقطة الأصل تقع في النطاق 2؟ لكي تبقى 
الدالة نا محدودة في 52 
لنفرض »ء على سبيل المثال أن (0,)نا دالة توافقية داخل الكرة 16 > ۲ > 0 
ون( = u(R,9)‏ على سطح الكرة 1 = ۲» حيث ؟ دالة معطاة. مما تقدم نرى أن 
u(r) = “gan1 Pn (cos) )4.38(‏ 
وتتحدد المعاملات مه بتطبيق الشرط الحدي عند 1 = 1 
f(0)‏ = (099)م۲ 2 ,3 = u(R,Q)‏ 
فنستنتج أن "۸ة هي معاملات فوريير - لوجاندر لمنشور الدالة (1)0 بدلالة 
(6050),ط. أي أن 
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a,R" = ,«ررج)م): '] للخل‎ (EE 


أما في النطاق ۸ < ۰2 أي خارج الكرة +1 > ۲> ۰0 فان الدوال "1 تصبح غير 
محدودة وينبغي إسقاطها من التمثيل (۰)4.37 فتكون صيغة الحل عندئذ بالشكل 
(50مه) ود u(r,p)= 3, _gPar‏ 


(۰ (cosp)sinpdp Vn € No )4.39( 


ویترتب على تطبیق الشرط الحدي (1)0 > (11,0)نا أن 


9, = ال‎ j f(o)P, (cos) sind (4.40) 
)4.2( منال‎ 


نصفين كما في الشكل (4.3) ووضع عازل 
مناسب بينهماء ثم وضعت شحنة كهربائية 
مختلفة على كل منهماء فإنه يتولد عن ذلك 
مجال كهربائي في داخل السطح الكروي 
وخارجه» ويسمى الجهاز مکتفا كهربائيا 
capacitor)‏ ectr1cاe).‏ لنفرض أن الجهد 
(0381ه016م) على النصف العلوي للمکتف شكل (4.3) 

۲ 10 وأنه 0 على النصف السفلي. أوجد الجهد عند أي نقطة داخل السطح 
الكروي الذي نصف قطره وحدة طول واحدة. 






1 
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الحل 
باعتبار ا دالة الجهد نرى من تماثل توزيع الشحنة حول محور 2 أن (0, = «Uu‏ 
وهى تحقق معادلة لابلاس داخل الكرة وخارجها. كما أن 


2 05 , 10 
رت و 2 )ا 
فتحصل من (4.39) على 
2n +1 1/2 1‏ 
Pr (cosp)sinpdp‏ 10 توه 
1 
5(2n+ 1) | Pn (5)45‏ = 
وباستخدام الصيغة (4.9) نجد أن 
28-21(1) 2" مد S@An+D‏ د 
إ 1 +21 1 د 
۳ لد ره و 25 4 


(cosp)+-**, >1‏ - (6054) + 5 > (0)1,0 جد 


تمارین (4.4) 
(1) في المغال (4.2) أو جد (۱)۲,0 خارج الکرة 1ك5. 
(2) أوجد معادلة السطح الذي تكون عليه الدالة (1”5,)0050 > (5,0)منا صفراء 
حيث 1,2,3 = 1. 
)3 ارسم الدوال (50م2/)6 و (ہsەc)ر۴.‏ 
(4) أو جد الحل (11)5,0 لمعادلة لابلاس في داخل الكرة التي نصف قطرها ۸ إذا كان 


2۸ > 0 > 0 , 1 2.0 
R/2<QPST‏ و 1- ا 


١الفصل‏ الحاحس 
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قبل الحديث عن دوال بيسل سنتعرف أولا على دالة قاما (دهناعدة حصصصدع) 
لدورها في تعریف تلك الدوال. 


(5.1) دالة قاما 


تعرف دالة قاما لكل 0 < × بالتکامل المعتل 
jp e tat )5.1(‏ - (00 1 


وليس من العسير التحقق من أنها متصلة على (0,0) (تمرين 5.1.1) وبإجراء التكامل 
(5.1) بالتجزيء نجد أن 


0 0 
اي | + 
0 


1 0+ 1( =e ۳ 1 





2۲00 = 
فنحصل بذلك على العلاقة المميزة لدالة قاما 
T+) - 1 )( ” <0 )5.2(‏ 
وعندما تکون × ع - ۶ فان 
T(n+1) = n(n) ۱‏ 
n(n-1) T(n-1)‏ = 


=n! TO) 
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ولكن 

r= j e 4-۱ 
مما يعني أن‎ 

T(n+1) =n! 
.)0 , إلى (ه‎ N أي أن آ هي امتداد للدالة !(2-1) جام من‎ 
من العلاقة (5.2) نحصل على‎ 
O شاف‎ 
XxX 


حيث الطرف الأيمن قابل للتمديد لی(۵)0,0 (1,0-) مع ملاحظة أن النقطة 0 = × 


تمثل قطبًا بسيطًا للدالة ۲ لأن 
lim ۲+۱ lim T(x+D=T() =1‏ 
جر جر 

وبالمثل فان العلاقات 

۲00 = 1 6+ 

Xx 
_ ۲0+2( 
x(x + 1( 
T(x+n) 


6 ۱۷0 سس 
x(x+1)...(x+n—1)‏ 


تسمح بتمديد الدالة '1 إلى 15 باستثناء الأعداد الصحيحة السالبة (. . . ,3-,2-,1-)» 
حيث يشكل كل من هذه الأعداد قطبًا بسیطا للدالة. والشكل (5.1) يمثل الرسم 
البيانى لدالة قاما. 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 
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F(z) 








شکل (5.1) 


تمارين (5.1) 


أثبت أن دالة قاما المعرفة بالقاعدة (5.1) متصلة على (0,۰0). 


أثبت أن علد = (ي/[)'1. 
أثبت أن 
! 
ra NE‏ 
n!4"‏ 
واستنتج الصيغة المناظرة عندما تكون 1 عددا سالمًا. 
تعرف دالة بيتا («هتاعصدة 2اء0) بأنها 


> م9 


B(x) = ۳-0 , »< >0 
٠ ن للحصول على‎ = 
(x,y) = f 





1 ١ : 

(1) استخدم التحويل 1 
u7 -1‏ 

ً ETT 5 du 
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6) 
(6) 
0) 


)5.3( 


الطرائق الرياضية 

(1) أثبت أن 
j e t7 dt‏ 5 - (2) 1[ 
() بوضع ا + 1[عدى ۲۷۲+ ۲ e‏ 


1 ۳ e (+t, x+y-1 qf 
(1+ u)*Y TT 


ثم استخدم () للحصول على العلاقة 


(0 1( 1 _ 
TEY)‏ = (۵),1 
آثبت أن )%4 B(x, x) = 21-2 6(x,‏ 
1 
أنت أن 5 +066 (TF‏ 1 يو 
۱ 12 
تعرّف دالة الخطأ (دهناعصدة :0مره) على 15 بالتکامل 
f*2‏ 2 _ 
erf(x) = ۳ 7 6‏ 


أثبت الخواص التالية لهذه الدالة 
f(x) = +1 (i‏ 11 
0 ا 
(i‏ ره = erf)-×(‏ وارسم الدالة ()11© 
(نفة) که دالة تحليلية على 8 (أوجد منشور تيلور حول 0 = ). 


(5.2) دوال بيسل من النوع الأول 
تعتبر معادلة بیسل 


xy" + xy" + (x - و(‎ > 0 


حيث 0 < ۰۷ من أهم المعادلات التفاضلية ذات الدلالة الفيزيائية» ونظرا لأن 0 = × 
نقطة شاذة للمعادة فإنه لا يجوز تمثيل الحل بمتسلسلة قوى حول هذه النقطة. وسنلجاً 
بدلا عن ذلك إلى ما يسمى بطريقة فروبينيوس» نسبة إلى الرياضي الألماني 
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(1849-1917) s»انصعطاها۴‏ ۰۰ لإيجاد الحل بدلالة قوى ×. وهذه الطريقة تستند إلى 
أن كل معادلة على الصورة 
0 - و 0 ب سم + "و 
xX 4‏ 
حيث 0 و ۲ دالتان تحليليتان عند 0 = × لها حل ممثل بالمتسلسلة 
)5.4( + ×+ + ون) أ = y(x) = xy, 0k‏ 


حيث 1 عدد حقيقي (أو مركب) والثابت 0 و6 (انظر [10]). واضح أن الصيغة (5.4) 
تتحول إلى متسلسلة قوى عندما يكون ) عددًا صحيحًا غير سالب» وتمثل تعميما 
لمتسلسلة القوى فيما عدا ذلك. 

بالتعويض عن 7 في المعادلة (5.3) بالصيغة (5.4) نجد أن 


0 k+t 9 k+t 
2, لان‎ D(k +t- Dex" + 3, p(k + ex 
oo k+t+2 2 1+] _ 
+ 3ظ ۷~ نع‎ ۲-0۴ = 0 
99 2 k+t 59 k+t+2 2 99 k+t _ 
کر ا‎ ekx +2 0° k> 293 0k =0 


وبتجمیع معاملات القوى و لى الترتيية تج على 


المعادلات التالية 
e - veo = 0 )5.5(‏ 
vc, =0 (5.6)‏ — ۱(۳۵) 


)2( چ‎ 7 + c= 0 


(t4j); - vc; + حون‎ 0 (5.7 
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نستنصج من المعادلة (5.5) أن ±۷ - لأن 0 ۰60 وسنسعی آولا للحصول على 
حل معادلة بيسل الناتج من اختيار ۷ -]: 
من المعادلة (5.6) نرى أن 
(2v +1( =‏ = ره ۷7 - و (1+) 
0= بن ج 
لأن 1 < 1 + 2۷. ومن المعادلة (5.7) نحصل على 
0 من + 6[ ۷ - (ز+۳)] 
0 تين + ر2۷(0 +1 
1 


(5.8) جوشرة لوعو ی 
١‏ سبربزنز كك 


وبالنظر إلى أن 0 = ,ه فان 0 ا وی إذن أن 2۳ = ز ونعيد 
كتابة العلاقة )8 .5) بالصورة 


1 
2m(2m + 2v) C2m-2 7 0‏ لقن 
بما یمکننا من التعبیر عن المعاملات ت ۸ ... بدلالة و6 : 
تج 
+22 
0 ا مر = وه 
22)v+2() 2*2!) +1()v+2(‏ 
ج OS‏ رم 
(3+)(2 +( +2۹3۱ 
(6.9 0 (1-) - < ود٥‏ 
m!(v + 1( 0+ 2(۰۰۰ +m)‏ "2 
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حيث 00 ثابت اختياري. وبذلك نحصل على الحل " Des cm‏ لمعادلة 


بيسل. نعرف دالة بيسل بأنها المتسلسة (5.4) حيث الثابت 


1 
(5.10) - 
((+ 2۳1 
فیترتب علی ذلك آن 
ا ا 
2*(v+1F(v+1) 2 r(v+2)‏ 
سس لدي 
(3 + )+2542 
1 کج °6 


2*G!T(v +4) 


CD: 


0۲] )۷ + ۵+ 1( 


وبذلك نحصل على الحل الخاص لمعادلة بیسل الذي ينشأ من الاختیار (5.10) 


ا د )يل 
m=0 22۳0۷ mq!(m+ v+1)‏ وف 


2m 7 ۷+2۳ 


6.1 ر 


=0 m!T(v+m+1) 2 


ويسمى دالة بيسل من النوع الأول (Bessel function of the first kind)‏ ذات 
الرتبة ۰۷ وبالامكان التحقق من تقارب المتسلسلة 


5 1 x 2m 


m!T(m+ v +1)‏ 227 7-0 
على 15 باستخدام اختبار النسبة. لكن "× معرفة كدالة حقيقية عند قيم × الموجبة » كما أن 


EE 
m 4 
ا‎ , ۷<0 
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فنخلص إلى أن ,[ دالة متصلة على (0,0] لكل 0 < ۷. 
واذا وضع الا = ا في الصيغة (5.4)ء أي إذا آبدلنا ۷ ب - في التمثيل 
(5.11) فإن 


رم سرج للف 2 - 1,00 


m=0 m!['(m—v +1) 2‏ 
يظل حلا للمعادلة (5.3) لأن المعادلة لا تتأثر بهذا التغییر» لكن هذا الحل قد لا 


يكون محدودا في جوار 0 = × كما سنرى الآن. 


نظرية (5.1) 

تكون الدالتان ,1 و بل مستقلتين خطيًا إذا وفقط إذا كان ۷ ليس عددًا صحيحًا. 
البرهان 

() لنفرض أولا أن م٩۸٤٥‏ = ۰۷ فنجد أن 


رک ب ل« - 1,00 


m=0 (2+1-يم)'1ام‎ 2 
1 


اج 
T(m-n+1)‏ 
1 - 17 = 70 في المتسلسلة ونحصل على 


ر "0 =0 


۱ m!T'(m-n+l) 2 


لكل 0 >1 + ظ - حم 0 فتتلاشى الحدود من 0 = ۳ إلى 


رک راح 9 "كم 9 


m=0 (m+ n)!F(m+1) ` 2 


- OS (۳ 


2 (2+1 +صه) ]۱ج 0 
00 (1-) = 
(1) لنفرض الان أن ول( ۷۶ وآن 
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aJ,(x) + bJ_y(x) =0 0 )5.13(‏ 
بأخذ النهاية عندما '0 ج × لطرفي هذه المتطابقة بقة نجد أن 0= (<)ن,1 "نا بينما 
۲ 0ج بر 
lim |! -,)([-<‏ 
جر 
تن ال المتسلسلة 5.12 3 
لأن الحد الأول في (۰)5.12 وهو ra TO‏ > یطغی على بقية 


ارد هی ج ات ره حلب . فنستنتج من ذلك أن المساواة 
(5.13) لن تتحقق على (0,»0) الا إذا كان 0 = ۰0 وعندئذ لابد أن یکون 0 = هھ أيضا. 
1 
نتيجة (5.1.1) 
إذا كان ۷ لیس عددا صحیحا فان الحل العام لمعادلة بيسل على الفترة (0,»0) هو 
)%( ليه + cıJy(x)‏ = رومالا 


أما إذا كان ۷ عددًا صحيحًا فإننا نحصل على الحل العام بعد تعريف دالة بيسل 
من النوع الثاني في البند (5.3). 
من الصيغة (5.11) نرى أن 
2۳ ۶ 1(۳۳-) 5 5 
میت مش E‏ 
6 2*2 2*0۳ 
1 
اش کب )سس شب 6 8 ا = )رك 


0 m!(m+1)! `2 





+ 
2 231121! 23! 27314! 7 
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ونلاحظ غلى الفور آوجه الشبه والاختلاف بين هاتين المتسلسلتين من جهة 
ومنشوري تيلور للدالتين × 005 و × 5 من جهة أخرى. وهذا ما يوضحه الرسم 
البياني لدالتي بيسل و[ و ,ل في الشكل (5.2)» حيث يوحي الشكل العام للمنحنيين 
.بصحة العلاقة (),[1- = ( المناظرة للعلاقة „(cos = sin‏ 
ولكن» من جهة أخرى» نلاحظ أن توزيع الأصفار للدالتين 0 و 3 غير منتظم» كما 
أن ارتفاع المنحنى يتناقص مع الزيادة في ×. 





شكل (5.2) 


مغال (5.1) 


٠‏ فيمايلى سنثيت العلاقة 


xJ',(%) = بل - ورتم‎ Vn > No 
:[ وهي تعمّم العلاقة المذكورة أعلاه بين 10 و‎ 
۳۵ ال ا ی‎ 2 ۱2 
1,0 3 | ر(‎ 


0 m!(m+ n)! 2 


, 59 -(2 m+n-— 
ولع‎ (x) = x>, 2ك‎ 1 
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سر خم m+n)‏ 1(۳-) = 


m!(m + n)! 


= 0[ + 6 1 2m ا‎ 


m=] m!(m + n)! 


= رم‎ )(- 2 (5 1 (2m+2) کے‎ e 


m=0 (m+ ET 


2m+n+1‏ کر x> (1) (m+1)‏ - (0) لطاع 


m=0 (m+ 1)!(m+n + 1)! 


= مرلو‎ - xJn, (x) 


مثال (5.2) 
سنثبت فيما يلي أن 
(5.14) 0< )”ياد د لكي كه 
2 
x"‏ ال 7 ج لي كم 
در 2 ۰ 
(1 + + و ۱۲و 22*۷ n=l‏ 
ED” x ûm+v+1‏ سر - 
(m+ v +2)‏ ]او 22۳۷۸1 m=0‏ 
() برك" ع = 


وجدنا في المثال (2.3) في الفصل الثاني أن كل فترة جزئية من (0-,0) بطول 7 
فيها ضفر واحد علی الأقل لأي حل لمعادلة بیسل من الرتبة ۷ حیت + >0. 
فنستنتج من ذلك أن للدالة 30 متتالية من الأصفار 
> 64 > وج > 62 > إيّ 
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بحیث ه = تنل والمسافة بين أي صفرين متجاورين لا تتجاوز 27. لاحظ في 
الشکل (5.2) آن 
و 411.8 , 8.7نعوئ , 5.گحو] , 2.4حرع 

من نظرية رول (انظر [1]) نعلم أن بين كل صفرین متجاورین ,5 ۰ بيك للدالة 
(×)[ یوجد صفر واحد على الأقل للدالة (×)ر ۰7 فتستنتج من المتطابقة (5.14) أن 
للدالة (1,6 صفر واحد على الأقل بين كل صفرین متتالیین من آصفار و[ (انظر 
الشکل (5.2))» أي أن أصفار ,3 هي الأخری متتالية غير منتهية تؤول إلى 0. 
وبالاستقراء على 7 = ۷ في العلاقة (۰)5.14 وملاحظة أن 0 ربمل" × إذا وفقط إذا 
كان 0 = (×) ربول نکون قد أثبتنا 


نظرية (5.2) 
لكل و[ © 2 تشكل أصفار الدالة («),ل في (0,60) متتالية غير منتهية 
> قدا 5 n2‏ > 3 


بحيث 0 = يررك 11۳0 . 
مب 


مغال (5.3) 


ستثبت الآن صحة المساواة 
Ve>0‏ (0),[ه- ی 1 








التي سنحتاج إليها فیما بعد. 
xam+1‏ ا 
(x)dx = = 20 m=0 7 239‏ ول ۳ 
J 2+2‏ 





سکره > 


0 5 E 
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1 +212 053 1۳( 3 0 
(m!(m+ (۱ ( 3‏ وم رم 


(0),[ه = 
حيث استندنا في إجراء عملية التكامل على حدود المتسلسلة إلى أن متسلسلة القوى 
متقارية بانتظام على أي فترة محدودة. 
تمارين (5.2) 

(1) تحقق من تقارب متسلسلة القوى التي تمثل (1,0" × على +1 لكل 0 < ۷. 
(2) تحقق من أن (×),[ قابلة للتمديد إلى دالة زوجية على 8 إذا كان 2 عددا 

زوجياء وإلى دالة فردية إذا كان 2 فرديا. 
(3) أثبت أن 

oo‏ حر () J_2‏ , حم | = (2) ورك 
TX TX‏ 

(4) أثبت أن ( )ر x×[‏ - )آم = © ,“ل 

واستخلص من ذلك نتيجة المثال (5.1). 
(5) استخدم نتيجة التمرينين (3) و (4) للحصول على 

(005 - کت | = () مرو[ 
TX XxX‏ 
(6) أثہت أن 
ور[ بل 
واستخلص من ذلك أن 
ومو *8) ل = (00 ورو_ 1 
TX X‏ 

(7) استخدم نتيجة المثال (5.2) والتمرين (6) للحصول على 
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[ رب - )رل = ومو 
(8) آثبت أن 
وى لكك = ور ل +00 ربب 1 
(9 آثبت أن 
2۱00-1000 - ی ] ۵ 
رگ - ور -1-:0۵) ول( 
(10) استخدم العلاقتین [× = '[×) و ,3- = و لاثبات المساواة 
ا 1 (n-‏ - 0و۱ (1 -ه) + x"J, (x)‏ -۵۱()ن لا f‏ 


(11) أثبت أن دالة الرونسكيان (ى_ل,,797)1 = ۷ » حيث م ۰۷۶ تحقق المعادلة 
2-۶ ۲۷ ثم أوجد صيغة (×)۷. 


(5.3) دوال بیسل من النوع الثاني 
بالنظر إلى النتيجة (5.1.1) فان من الطبيعي أن نتساءل عن صيغة الحل العام 
لمعادلة لیسل عندما یکون ۷ عددا صحيحاء أي ما هي الدالة المستقلة عن [» حيث 
ول( > 0 التي تحقق معادلة بیسل؟ هناك آکثر من طريقة للحصول على حل آخر» 
مشتقل عن م۰1 لمعادلة بیسل (راجع التمرین 5.3.1)» وسنعتمد هنا الأسلوب الأكثر 


5 


شيوعا. 
لنعرف الدالة 
Î , V#£0,1,2,... )5.15(‏ وم ف O‏ 
Sin Vr‏ 
n=0,1,2,...‏ و lim Yy(X)‏ = )ملا 
v4n‏ 


دوال بيسل 145 


ونلاحظ الآتي : 

() لقيم ۷ غير الصحيحة واضح أن ,۷ تحقق معادلة بيسل لأنها تركيب خطي 
من حلیها ,ل و برآ. ویما أن._ مستقلة خطيا عن ,5 فان ,۷ أيضا مستقلة خطيا عن 
J,‏ 

(13) عند قيم ١‏ الصحيحة يتحول الطرف الأيمن من (5.15) إلى الصيغة غير المعينة 
۶ » ويتطبيق قاعدة لوبيتال نجد أن (انظر [13]) 








=| سك‎ 3 
r | Ov dv 5 
1 x 1 (hy + (وبصط‎ X 2۳ 
=o تت ۳ ۱ )+( ل(1+‎ 
_ 1 ۲۲ص و رم‎ 0 m-1)! 2m 
ا‎ SE ا‎ J)" , x>0 )5.16( 
1 1 ۱ 


1 
—4+... + حب ب + ]1 ح يط و 0= ho‏ 
k‏ 3 2۰ ۶ ۱ 


y = lim (h, -logk) = 0.577215... 
k40 

ویسمی العدد ۷ ثابت أويلر «(Euler’s constant)‏ مع ملاحظة أن المجموع الأخير 
في الطرف الأيمن من (5.16) يساوي الصفر عندما 0 = 8. ونظرًا لوجود (),1 108 
فى الطرف الأيمن من (5.16) فان ملا مستقلة خطیا عن ول. 

۲۵۵ = ceıJ,(x) + c2Y (x) 
)5.3( حيث يعرف ,لا بأنه دالة بيسل من النوع الثاني ذات الرتبة ۰۷ وفي الشكل‎ 
۷ و‎ Yo الج لتمثیا البیانی للدالتين‎ 
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شكل (5.3) 


لاحظ من الصيغة (5.16) أن سلوك الدالة («)ملآ عندما “0<-< يقترب من سلوك 


الدالة واگ تق آن 


Yo(#) ۳"‏ 
«ومز ‏ 
7 
عندما 0× 3 ونعبر عن ذلك بكتابة 
(5.17) 0 ()۷0 


عندما 0<-:. ویمکن أيضا أن نفسر العبارة (5.17) بأنها تعنی أن الحد الأول 
×10 يطغى على بقية الحدود فى الطرف الأيمن من (5.16) عندما يقترب × من 
7 5 1 


0 لأن بقية الحدود محدودة فى جوار 0 = ×. وبالمثل نجد أن 


(5.18) ےہ ۷0 


عندما 07ج<؛ حيث يمثل الطرف الأيمن من (5.18) الحد الشالث فى التمثيل 
(5.16) عندما 1 = 8. 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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تمارين )5.3 
افرض أن (0م[()11 > (×)ل وعوض في معادلة بيسل (5.3) للحصول على 


حل آخر 
J‏ 
> 3 حب ]00 
لمعادلة بیسل مستقل عن (×)[ ۱ 
تحقق من صحة السلوك التقاربي (5.16) و (5.17) للدالتین ملا و ولا فى 
جوار 0 = ×. 
عين السلوك التقاربي للدوال ول وملا» لکل «ne‏ فى جوار 0 = ×. 
آثبت أن 
۷ ديع d‏ 
)رب 2 [(),۷ ع« 
dx‏ 
أثبت أن 


)ب عوك 7 
dx‏ 


واستنتج من ذلك أن أصفار الدالة ملا في (,0) متتالية غير منتهية ومتزايدة 
إلى 0. 


تعرف الدالة ,1 بالقاعدة 


0 <۷ ا = (),[ 
حيث 1-/ه = 1. أثبت أن ,1 تحقق المعادلة 
xy” + xy - (x+y = 0 )5.19(‏ 
استنتج من تعريف ,1 ا ,1 دالة حقيقية ممثلة بالمتسلسلة 


2m+v 
لد‎ 


أثبت أن 0 6 1,60 لكل 0 < × وأن 1,00 = 1,60 لكل ۸٩‏ > م. 
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(9) أثبت أن الدالة 
[()ب1- ()ي_1 


أيضا تحقق المعادلة (5.19). 
ملحوظة: تسمی ,1 و1 دوال بیسل المحورة (modified Bessel functions)‏ 


من النوع الأول والثاني» على الترتیب ؛ ذوات الرتبة ۰۷ 





Ky (x) = 


(5.4) بعض الصيغ التكاملية للدالة رل 


ستثبت أولا أن الدالة المولدة لدالة بیسل ,ل هي 
o0‏ كنيع 
(5.20) ۷20 ول( 2 62 
وذلك بملاحظة أن 
ل 
O ©‏ ب 22 
GD 7‏ 2م 
کر k=0‏ 2 


لي اسر وكوي ل 


ر 
k‏ ر j+k‏ 
0 جر 0 I,‏ 


۱ 1 1 
اعرش ورك نات وني اا ا طب دايز برد 
ای د (kin! ۲۵+ E‏ 





0 > + عل نجد أن 


ری 


قا 1+9 1 د ح :2 
۳ 6 2 0 سر( 2 
7( )و لے" 2 
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بما يثبت المساواة (5.20). والآن بالتعويض "أه z=‏ نحصل على 
a‏ 
7 2 


مش 
اي کت 


(5.21) تك 
وبما أن الدالة "اه دورية في 27 وتحقق شروط النظرية (3.2) فان الطرف الأيمن 
یمثل منشور فوريير» بالصيغة الأسية» لهذه الدالة. إذن 

6 دي و 1 


من (9۱00-۳0 )نی 7 1 


: ۲-7 27 
ونظرا لأن الطرف الأيسر من هذه المعادلة دالة حقيقية » فمن الواضح أن 
1 >م 1 
cos(x sin O - 0 )5.22(‏ ۴ 5 = () ول 


cos(xsinê - 10(00 Vn e No‏ | ا 
r 0‏ 


وهی الصيغة التكاملية الأولى للدالة و[. ومنها نحصل على حدود نمو الدالة ول 
vn € No )5.23(‏ ۵0-1 ] ل کاوم, لا 
0 7 


وهي نتيجة ليس من الیسیر الحصول علیها انطلاقا من تعریف ول. 
بالرجوع إلى المعادلة (5.21)» ومساواة الجزء الحقیقی والجزء التخیلی 


لطرفيهاء نجد أن 
(5.24) 60580 که 3 = cos(xsinO)‏ 
(x)sinnO )5.25(‏ و ا > = sin(xsin0)‏ 


وبالاستفادة من العلاقة (*),1("1-) = (*)ى_ل نرى أن المجموع 


J,(x)cosnx + J_,(x)cos(-n)x 
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يساوي الصفر إن كان 2 عددا فردیا ويساوي 7 21,)(605 إن كان 7 عددا زوجیا؛ 


فنحصل من (5.24) على 

(x)cos2mx (5.26)‏ روك 2+ (x)‏ و[ = cos(xsin@)‏ 
وبالمثل فإن 

sin(x sinê) = 2 “_ J2m_1(x)sin(2m— 1)0 65.27 


وبالنظر إلى أن الطرف الأيمن في كل من (5.26) و (5.27) على صورة متسلسلة 
فورييرء الأول للدالة الزوجية (0١1ء×)ءهء‏ والثانى للدالة الفردية (512)5180» فان 


1 م‎ 1 
ور[‎ )۶( = 2 1 cos(xsin0)cos2mêd0 , ملاع دم‎ )5.28( 
1 OT 
Ja-1(*) = — ا‎ sin(xsin0) sin(2m -1(000 , meN (65.29) 


ومن هاتين المعادلتين نرى أن 1 = (0)م3 وأن 0 = (1,)0 لكل 1 <2. 


تمارين (5.4) 
(1) آثبت أن 
qk‏ 


1 fr. k 
له‎ sin* 0cos(xsinê - nê +20 , 12 لالع عا , و۷(‎ 


واستنتج من ذلك أن 1 > (1,/600| لكل 0 < ×. 
(2) أثبت مايلي: 
1= 200 ریم 22+ 300 () 
00-2 مول( - هنا q_‏ ره (i)‏ 
(3) أثبت المتطابقة 
1000-1 2 +100 
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)4( استخدم المعادلتين (5.28) و(5.29) للحصول على 
meNo‏ , 222000 5مك (605)5180 ۳۹ = (×) بر 


1/2 
ع = () وول‎ 1 , sin(xsin0) sin(2m - 10d , meN 
1 
آثبت أن‎ )5( 

۳ sin(xsin0) sin 2mOdO 2 0 ۷۳ (۷ 

(6) آثبت المتطابقات 
Jo(x) - 21200( + 21)06( = <‏ = 6۵30 () 
< - 21400 + 00و21 - 21,00 = (i) sinx‏ 


(ii) 1 = Jo(x) + 2100 + 21,00۰‏ 
(7) أثبت أن 1:00 صنا . 
10 


(5.5) تعامد دوال بیسل 
بعد القسمة على ۰ حيث 0 2 تتحول معادلة بيسل (5.3) إلى الصيغة 
القياسية لمعادلة شتورم - ليوفيل 


2 
xy" +y' ۱ =0 )5.30( 


حيث المؤثر التفاضلي 
2 
ر( فی ك L‏ 
dx dx ۹‏ 
قرين لذاته شكلاً والدالة × = ۷:00 تمثل دالة التقل في المعادلة. إلا أن المقارنة مع 
الصيغة (2.32) تبین أن متغیر القيمة الذاتية 2 لا یظهر بشکل صریح في المعادلة. 
ولکن بالتعویض 
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u(x) = y(ox) 
نا‎ )۵( = ay' (ox) 
u"() ڑ0=‎ y"(ox) 
تتحول المعادلة (5.30) إلى الصيغة‎ 


2 
xu” + u’ + (ax — Z—)u = 0 (5.31( 
4 


حيث × = (1060» x‏ / ب = r)%(‏ > 0 = 
لنفرض أن المعادلة (5.31) أعطيت على الفترة الحقيقية (0,0). بما أن 


(×)ا حصنا . أما عند 6 = × فنفرض كالعادة أن 


*0 جر 
Bıu(b) +B2u'(b) > 0 )5.32(‏ 
لنحصل على مسألة شتورم - ليوفيل المكونة من المعادلتین (5.31) و(5.32). هذه 
المسألة» بناء على ما تقدم» لها مجموعة متعامدة وتامة من الحلول في (<:,7)0/. 

سنقصر اهتمامنا في هذه المعالجة على قیم 2 الصحيحة فنحصل بذلك على 
الحل العام للمعادلة (5.31) 

(0) ۲و + (00)ملره = )نا 

ولضمان وجود النهاية (<)2 كال لا بد أن تكون 0 - ۰6 فیکون حل المعادلة 
(5.31) الذي يهمنا في هذا السياق هو الدالة (×),[. 

لنبدأ بالحالة الخاصة من (5.32) عندما يكون 0 = ر8 » وهي 
u(b) = 0 )5.33(‏ 
فینتج عن تطبيق هذا الشرط على الحل (1,)0 أن 
J,(ab) = 0 )5.34(‏ 
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وقد وجدنا في النظرية (5.2) أن أصفار الدالة ,ل في (0,0) متتالية متزايدة وغير 
محدودة 
ng > ۰‏ > يو > روي 
فيترتب على تطبيق الشرط الحدي (5.34) أن 
يروي = ab‏ 
وأن القيم الذاتية للمعادلة (5.31) هي 
A = o, = (E bY} , 21 2 )5.35(‏ 
لاحظ أن الصفر الأول 0 = ور للدالة و[» حیث 1 < ٠١‏ لا يعطي قيمة ذاتية 
لأن "الدالة الذاتية" المناظرة 
1< ۲۷ 20 (0)و1 = (*00), [ 
وکما هو معلوم فان الدالة الصفرية غير مقبولة كدالة ذاتية. وبناء عليه فان الدوال 
الذاتية المناظرة للقیم الذاتية (5.35) 
مب > 3 - 13< 5 - > = 0<2 
هي المجموعة 
... و (032)وك و (76و6)ول و J(1)‏ 
وهي بالضرورة متعامدة وتامة في (0,0)" ل بالنسبة الثقل ×. أي أن لكل ول > 5 
k‏ عد Vj‏ 0 = )رتور ۳۳ = (a)‏ ول (J (j),‏ 


كما أن لكل (ط,0)” ل ع ۶ ولكل م۲ > ۸ 


0 6 )1): و1‎ )0(( 
f 0 J 3 
(x) 7 k1 IIa, 13 n (kX) )5.36( 


بضرب معادلة بیسل (5.31) فى :2 نجد أن 
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2xu'(xu')' + (ox? (2 =0‏ 
[(xu’]' + (ox? —v(u)' = 0‏ 
ويعد إجراء التكامل على الفترة (,0) نحصل على 
0 = ر | u] ~2 f xua‏ ا 1 0 + ۳ (xu’)‏ 
وعندما يكون (×»)ر[ = ۰۷000 (×») یآ = (×) 1 حيث 0 < » و 0 < ۷ فان 
رد = اوم 1 


1 ab - 2 
سر‎ va) )5.37( 


b1, (ab)P +‏ = 
فإذا كان ۸ = ۷ وانطبق الشرط الحدي (34 ع 


Jn (ox) 2 bP (ab) 


فنحصل من مثال (5.1) على 
[(طنه) ری لطه - [nJ, (arb)‏ سك = J, (ab)‏ 


ا 
(5.38) (ط 2ر - )3| ج 
مثال (5.4) 
2 0 ( 
f(x) =‏ 
24 , 0 


بالشرط 0 = (:40)ن1 نبدأ بایجاد 
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2 
(fC0,Jo(ax*)) = | 0(0. x)xdx 
م لس‎ 
7 jj JolDydy 
2 
= [2) 
Ok 


حيث استفدنا من نتيجة المثال (5.3) في تقويم التكامل. ثم نرى من (5.38) أن 
IJo(axx)| = 8J1 (40x)‏ 
وأخيرًا نخصل من (5.36) على المنشور المطلوب 


. ورگ »موز‎ 
0 4 2 «1 a1 (40k) 0 


لاحظ أن قيمة المتسلسلة عند 2 = × تساوي 
1 5 + 1 
2( 10+(*8)2] + 
gE HENE‏ 


e 
‘n 


و (20010020)آ 7 
(ه4) اليه 1 


حيث ((1 : ي40) هی أصفار الدالة ول. 


تمارين (5.5) 


أوجد منشور بيسل من النسوع (3ئ:30)0ه ,2 ۰ حيث عه هي حلول 0 = (10)06 
الموجبة» للدالة ؟ المعرفة على [ط,0] في التمارين من (1) إلى (5) : 

0-1 (1) 

10( =× © 

(@ << م1 
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(5) 
(6) 


0) 


(8) 


(9) 
(0) 


(11) 


(12) 


(13) 
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100( = bî — x? 

1 = 10 لكل (0,5/2)ء ۰ 0 = 100 لكل (ط,2/ ٤)۲‏ × 

أوجد تمثيل الدالة 1 = (*)1 بدلالة دوال بيسل (10)0 حيث 0 هي 
حلول 0 = (10)05 الموجبة. 

أثبت أن 0 = ”» = ۸ قيمة ذاتية للمعادلة (5.31) بالشرط الحدي (5.32) إذا 


وفقط إذا كان دم > وأن الدالة الذاتية المناظرة لهذه القيمة هى "×. 
١ 2‏ 


إذا كان 0 = يم أو إذا كان ددم فأثبت أنه لا يوجد قيم ذاتية سالبة 
2 


للمسألة (۰)5.31 (5.32). 

احسب |(000),[|| بالشرط الحدي (5.32) مطبقا على 1,)00. 

آوجد منشور الدالة × = (»)۴ على الفترة [0,1] بدلالة (×3,)0 حیث 0 هي 
أصفار إآ الموجبة. 

أوجد منش ور الدالة "× = (10 على [0,1] بدلالة (000)ر! حیث 26 
والأعداد ,به هي أصفار 5[ الموجبة. 

افرض أن 


5 ۶ , ۶ ([,0)ع‎ 
or ES) 


أوجد المتسلسلة (×2/ 0) ,ليه ,2 التى تمثل ۴ على [0,2]» علما بأن ي 
هي أصفار إ1. 
تسمى المعادلة 


0 2۲ 
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(5.39) ام 
Ox ۰۷7 ۶‏ 
مؤثر لابلاس و ] متغیر الزمن › معادلة الحرارة (6002102 621)» وفیها تمثل 
(,1)×,۷,2 درجة الحرارة عند النقطة (2,لإ,*) واللحظة أ. في الا حداثیتات 
القطبية (5,0) على المستوي 0 < 2 تأخذ المعادلة (5.39) الشكل 
( وو 7 1 ۳ با )1 = 


افرض أن الدالة 1 مستقلة عن 6 وأن «U(r, 0 = v(r)w(t)‏ ثم استنتج أن 


2۷0+ ۱ ي 1 
1 


Vv" + 
w' + kw = 0 
حيث ۸ عدد ثابت.‎ 

(14) في التمرين (13) افرض أن درجة الحرارة (11)5,1 على القرص المستوي 
1 0515 تحقق 0 = (,1)ن » أي أنها تساوي الصفر على حافة القرص. 
أثبت أن 
u(r) = 3( Ape JA) (5.40)‏ 

حيث (( > 2 : ,,3) أصفار الدالة ول. 


(15) إذا كان توزيع درجة الحرارة على القرص عند اللحظة 0 = ا هو ()1 = (1)5,0ا 
حيث + دالة معلومة» فأثبت أن معاملات فوريير - بيسل فى الصيغة (5.40) 





هي 
1 2 
101 11 دوه 
1 1 (0 11 ˆ 
(16) في الإحداثيات الاسطوانية (5,0,2) تأخذ معادلة لابلاس الصورة 


1 1 
جا‎ e ا‎ + Uy, =0 
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() استخدم فصل المتغيرات للحصول على الحل 
١2كع0‏ + ۳۶ sin v0)(e‏ + 0بدوم» 01([)8) u(r,0,z) = [J y(ar) + AY,‏ 
(ذن) على افتراض أن 0 < ۷ وأن 0 < » استنتج صيفة الحل المحدود على 
الاسطوانة (2 > 0 , 27 > 0> 0 ,8 > ۲ > 0 : (2 , 9 , ؟)). 
(11) على افتراض أن الدالة نا أحادية القيمة في المتغیر 0 فما هي قیم 2 
المسموح بها؟ 


الفصل السلاس 


تحويل فورییر 


يمكن اعتبار الرابط الأساسي بين مواضيع الفصول السابقة هو إمكانية نشر 
الدوال في كل بمتسلسلات من الدوال التي تنشأ من حلول مسألة شتورم - لیوفیل. 
لكننا في هذا الفصل سننتقل من المتسلسلات إلى التحويلات التكاملية 
transforms)‏ a1اعinte)»‏ وهي امتداد لمفهوم المتسلسلات» توفر وسيلة أخرى 
لتمثيل الدالة» تحت شروط معينة» كما توفر وسيلة فعالة لحل المعادلات التفاضلية. 
سنقصر اهتمامنا في هذه المعالجة على تحويل فوريير المستمد من سلسلة فورییر» 
ومنه نحصل على تحويل لابلاس بنقلة شكلية بسيطة. 


(6.1) تحويل فوريير 
لنفرض أن ؟ دالة في (15) "له ۰ فهي إذن تن تنشمي إلى (1 4 لأي 0 < /. 
وبالاستناد إلى النتيجة (1.1 3) تکون؟ قابلة للتمثيل على الفترة (/ 4-) بمتسلسلة 
فوريير 
(6.1) ا ل E‏ 
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f(e "™/dx , neZ (62(‏ ا رت وه 

للفرض أن //7 = ۸6 وأن 07/1 = ۱۸6 = ,ع. عندئذ تتحول الصیغتان (6.1) و (6.2) 
إلى الصورة 

۶60 = ور‎ ^y C(En)e™"*AE )6.3( 

(6.4) 2( ۳ = م»/2-(رع)0 


إذا سمحنا للعدد / بأن يتزايد بدون حدود فان المتغير المتقطع ,ی يقترب من تع 
مستمر ی وتقترب الصيغة (6.4) من الشكل 
f(x)e i*dx )6.5(‏ - | -0 


أما في (6.3) فنلاحظ أن الطرف الأيمن يشبه إلى حد كبير مجموع ريمان الذي يؤول 
فى النهاية» عندما مه ج ۲ إلى 
1 


6.6( يله ورين f°‏ 1 
2-6 216 


وبذلك تتحول معاملات فوريير م٥‏ إلى الدالة (0)5: التي تسمى تحويل فوريسير 
)۴ourier transform)‏ للدالة 1» ویرمز لها بالرمز 506١‏ > كماتتحول متسلسلة 
فوريبر التي تمثل ۴ على (/ ,/-) إلى تكامل فوريير (۵1إعءاہ1 6۲ذت۳0)» المعطى 
بالصيغة (۰)6.6 والمتوقع أن يمثل ۶ على الفترة (۰0,۰0-) بكاملها. 

إن الأسلوب الذي اتبعناه في الوصول إلى (6.5) و (6.6) بطبيعة الحال ليس 
'برهانا" لصحة هذا التمثيل» بل إن التكامل (6.5) قد لا يكون موجودا. إنما كان 
المقصود من هذه المقدمة إعطاء تبرير مقبول لتعريف تحويل فورییر بالصيغة (6.5)» 
وتقريب هذا المفهوم من ذهن القاری كوسيلة لتمثيل الدالة غير الدورية على 15 
بالتكامل (6.6)» مثلما كانت معاملات ومتسلسلات فوريير هي الوسيلة لتمثيل الدالة 


الدورية. 
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سنستخدم الرمز (1) "۷ للدالة على مجموعة الدوال (الحقيقية أو المركبة) 
المعرفة على الفترة الحقيقية 1 والقابلة للتكامل على 1ء أي أن 
b‏ 
<o‏ ۱۳0۵۵ | جه (,ع) للع f‏ 
فعلی سبیل المثال كل دالة متصلة على الفترة المحدودة 1 تنتمي إلى (4')1 ۰ كما أن 
1-< واج (0,1) ال x“‏ 


1-> بو جه (,1) المع كير 


تعريف (6.1) 

لكل (108 ٤‏ ۴ نعرف تحويل فوريير للدالة ؟ بأنه الدالة 6 ج 2:15 المعرفة 
بالتكامل المعتل 

67( مومع | =( 


وسنلجاً أحيانا إلى استخدام الرمز [27]4 بدلا عن . 


بما أن 1 = |"*6] فمن الواضح أن 
ÊS | ۱۳0۵۵ < o (6.8)‏ 
مما يدل على أن ۶ دالة محدودة على 8. ومن جهة أخرى فمن المعادلة (6.7) لدينا 
ffe A(R)‏ , مین o ZE]‏ + [2]5 به > Sof + ob]‏ 
وهذا يعني أن التحويل ۶ ج :2 المعرف على (12) ”ل تحويل خطي. 
مثال (6.1) 


افرض أن 
|xlsa‏ , 1 
|x|>a‏ , 0 


fa 00 2 ۱ 
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إذن 


f, (ع)‎ = e dx = sina 





شكل (6.1) 


لاحظ أن النهاية im fa)‏ لا توجد وأن الدالة 1 = »)۴ لا تنتمي إلى (8)/ء. 


مغال (6.2) 
في حالة "6 = (»)؟ نجد أن 

: ف : 0 ۳ 
جو یی ۳ dx+‏ ت | -(1)5 


+ ِ 
1+16 
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اعتمادا على أن الدالة ] قابلة للتكامل على 18[ بوسعنا إثبات أكثر من محدودية 
التحويل 8 = [7]4 . على وجه الخصوص يمكن إثبات أن ۶ دالة متصلة. لكن 
ذلك سيعتمد على إحدى نظريات التكامل المتقدمة» والتي تعرف بنظرية التقارب 
المسقوف (1360760 »)d0minated convergence‏ وفيما يلي نصها. 


نظرية (6.1) 
افرض أن (5) متتالية من الدوال القابلة للتکامل على الفترة 1 وأن 4 ج ,5 نقطیّا على 
1. إذا كان هناك دالة موجبة (1) ال عع بحيث 
V xel, ne N‏ (200 > |( 
فان (1)"ل ٤۴ء‏ كما أن 
(x)dx = j f(x)dx‏ ۳۹ 0 
يمكن الاطلاع على برهان هذه هذه النظرية في [2] أو [12]» وقد اكتسبت 
اسمها من کون الدالة ع تشكل سقفا على المتتالية (5). لاحظ أن النظرية لا تشترط 
محدودية الفترة 1[. 
وات اتصال تحویل فورییر علی 16 ستفرض أن وي أي نقطة في 15 وأن (ميّ) 
متتالية متقاربة من و5 ثم نستنتج أن (1)50 - im f(6)‏ . لاحظ آولا أن 
9و6 ۶۳۳-۱۱۵۵0 | کل(مج)1-(,ع)۶| 
وبالنظر إلى أن 
رب و6 |2 [FOODS‏ “لاتب 5۲| 


فإن النظرية (6.1) تقتضى 
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lim | |e ۳-۵0۳ روم(‎ 


11-06 


۶۵| | یی کنو lim‏ ] = 


مجع 00- 
0- 
سنجد النتيجة التالية مفيدة للتعرف على سلوك الدالة (5)5 عندما مه ج |]|. 


تمهيد (6.1) 
افرض أن الدالة 4 ملساء قطعيا على 8. 
(û)‏ لأي فترة محدودة [a,b]‏ 2 لدينا 


b ۳ 
lim ] f(x)e*dx = 0 (6.10( 
El “a 
فان‎ ۴٤ إذاكانت (8 )"ل‎ 0( 
lim (xe dx = 0 (6.11( 


> ° ها 


البرهان 
افرض أن اء حيث 2 > 1 > 1» هي نقاط عدم اتصال ؟ و'؟ في الفترة (8,5) وأن 
مكا < ۰2 × = 6. إذن 
و6 اسوك f(xe™dx‏ ا 
ويكفي أن نثبت أن 
lim ] ۳ (۵0-0 Vi‏ 


:×“ جع 
باجراء التکامل بالتجزيء نجد أن 


35 بع f*irl‏ 1 _ اجن 
dx‏ 5 () "۶ 5 


15 "Xi 
.| 5| حيث يؤول الطرف الأيمن إلى 0 عندما مه ج‎ 





fi” 6 ویو‎ 
Xj 3 
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(13) من قابلية ۴ للتكامل على ۰15 نعلم أن لكل 0 < 6 یوجد / بحيث 
o0 8 / :‏ 
6 2/ع> عونا > افو( j _ fe ™dx-‏ | 


۳<۶ 





1 <ع۱ ۷ 6/2 > 





دق (هر) ]1 ۳ 


9 <e ۷ <ع‎ 1 





f(x)e*dx‏ ۳ حت 


من المتطابقة لوز + 0و = e‏ والمعادلة (6.11) نرى أن 
lim f(x) cosëxdx = 0 )6.12(‏ 


هجاوا 


lim f(x) sin éxdx = 0 )6.13( 


3 
لكل دالة ملساء قطعیا في (5) 1 . وهي نتيجة صحيحة لكل دالة في (18) " حتی 
وان لم تكن ملساء قطعيًا (انظر [8]). 

بناء على ما تقدم نستطيع الآن أن نضع النظرية التالية. 


نظرية (6.2) 
لأي دالة (®) "> 7 فان تحويل فورییر 
ÊKE) = Ê) = ] (۵‏ 
يمثل دالة متصلة ومحدودة على ۰15 وإذا كانت الدالة ۶ ملساء قطعيا فان 
lim 1)6( =0 (6.14)‏ 


هجاوا 
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سيق أن ذکرنا فی مستهل هنا الفصل آن الدالة 2 جلت محل معاملات فورییر 
عندما انتقلنا من الدوال الدورية إلى الدوال غير الدورية» وما المعادلة (6.14) سوی 
الوجه الآخر لسلوك هذه المعاملات عندما ‏ ج 2 . لکن النظرية (6.2)» وهی تحدد 
بعض خواص التحویل ۰۶ لا تتطرق إلى الخاصة الأساسية المستمدّة من العلاقة 
(6.3)» ألا وهی مكانية تمثیل الدالة ۴ بالتكامل 
(6.15( ل | ا 

5-6 27 
فكأن هذه الصيغة تمثل التحويل العكسي 
ةورع ”| Û‏ = ]7-1 
5-6 27 

الذي نستعيد به الدالة 4» أي أن 
(6.16) تم = ]9-1 = 100 


لکن التکامل (6.15). المعروف بتکامل فورییر (721ععاصذ u rie‏ ۴) قد لا يكون 
موجوداء إذا لم تتلاش الدالة ‏ عندما ٥ه‏ ج |6| بالسرعة الكافية» وان وجد فقد لا 
تتحقق المساواة (6.16) نقطیا على . هذا ما سنبحثه في البند القادم. 


تمارین (6.1) 
(1) () إذا كانت الفترة 1 محدودة فأثبت أن 
.fe £*() > fe 80‏ 
(نذ) إذا كانت f‏ دالة محدودة على 1 فأثبت أن 
fe £ 0‏ ج 0 .fe‏ 
0( افرض أن ©+ 1 ×[ : © حيث 1 و [ فترتان في 8 وأن )٠,×(‏ دالة متصلة 
على 3 لكل آع*. إذا كان (×)ع > |(٭٤)م|‏ لكل ۰51 حيث ()'لء ع › 


(3) 
(4) 


(5) 


(0 


(7) 


تحويل فوريير 167 


فاستخدم نظرية التقارب المسقوف (6.1) لإثبات أن الدالة >0)6<(۵,|-(ع)۳ 
متصلة على [. 
إذا كانت الدالة )٠,×(‏ في التمرين (2) متصلة قطعيًا على J‏ فأثبت أن الدالة ۴ 
أيضا متصلة قطعيًا على 1. 
إذا كانت الدالة (×,٠)ع‏ في التمرين (2) متصلة على [ فأثبت أن ۴ قابلة 
للاشتقاق وأن ×ل(×, )ءا = (5) ”1 متصلة على [. 
واضح أن 

VE <0‏ = يرل اي ۳ 
آثبت أن لأي عدد موجب 8 فان 


xe dx = VE>a, VneN‏ و 


n+1 





وعندما 1 = ی نحصل على التمثيل التالي لمضروب العدد 12 

15 jj xe “dx =T(n+1) 
إذا كان 2 أي عدد موجب فاستخدام النظرية (6.1) لاستنتاج أن التكامل‎ 
المعتل‎ 

T(E) = jj e x ax 

دالة متصلة على (3,6] وأن جميع مشتقاتها 

ادع "0 جع مت (re‏ 

r“) = fe 3 (x dx 

متصلة على (3,0]. استنتج من ذلك آن ] دالة تحليلية على (ه,0). 


استخدم التمهيد (6.1) وخواص نواة ديريشليه (راجع البند(3.2)) لتقويم 
النهايات التالية 
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فرع 7[ lim‏ ا 
lim | Pn (86‏ (ن) 
2م ار 
145 مر (iD) lim‏ 
n4+o‏ 
E OT‏ 
Gi) lim „Pn 45‏ 
4ط 7[ iv) lim‏ 
(iv) lim | 45‏ 
(8) افرض أن كلا من الدالتين و ع ملساء قطعيا على (3,5) وأن نقاط عدم اتصال 
الدالتين ومشتقتيهما هي وکو... و . أثبت صحة التعميم التالي لقانون 


: التكامل بالتجزيء‎ 
] نع(‎ = f(b” )g(b )- f(a (a) ۳ نومع‎ 


+ ۵) ( ۶0 (+ رح‎ f(x B(x )- g(x; )] 
+ رز‎ [f(x - ۶0 (0ع][(‎ - ۵0 ([ 


(6.2) تکامل فورییر 
لیس من العسیر التحقق من وجود التکامل المعتل (راجع التمرین 3-10 


ی 
qy‏ >« 510 ]| 
x‏ 0 





وذلك بملاحظة أن 1 < لك [im‏ › وأن 
x>0 ۶‏ 


“(DD An )6.17(‏ رر = ن سس ۳ 


م 


حيبت 
n ((n+Dr sinx ۳‏ _ , و 
و الت ۳ ا ۳ = Aq‏ 


1 
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بما أن 
1 . ۱+1(۲) 1 
|sinx|dx = (n+‏ ال اه An‏ 
(n+2)r ۰ ۳ 2‏ 1 
No‏ ع An Vn‏ ک )1 00 = n+1 5 (n+Dr 0 |sin x|dx‏ 


فمن الواضح أن المتسلسلة (6.17) متقارية (باختبار التناوب). لاحظ أن 


o |sin x| 0 
و‎ EE 1 = ,هو ر2‎ = 


لأن المتسلسلة ,24 متباعدة باختبار المقارنة مع ¬ 5ك وا بل علن أن 
1 





+11 
الداة .فلگ لا تنتمى إلى (مهرمم) ی . 
Xx‏ 1 


تن ی 510 * 58 5 تحقة ذلك 
بقي أن نحسب × و ,| ۰ وسنعتمد على التمهيد (6.1) لتحقيق ذ : 


تمهید (6.2) ۱ 
(6.18) هت | 
x 2‏ 0 
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البرهان 
بالتعریف 
277 > ۶ > 0 مامت 
f(%)=4 x 2sin(x/2)‏ 
x=0‏ 0 


يمكن التحقق من أن الدالة ؟ و مشتقها متصلتان على الفترة [0,7] وبذلك تنطبق 
شروط التمهيد (6.1) ويكون لدينا 


lim ۳ مت هنن دا‎ sinéx dx = 0 
موجع‎ ۲0| x 2sin(x/2) 


8 910 qx = lim ۳ 510 qx 
0 x جع‎ 0 Xx 





= lim ] تحت‎ x 
XxX 


مجع 
ار fr‏ 1 _. 
lim = 6.19‏ = 
sin(x / 2) ( )‏ 1 2 مجع 


بالرجوع إلى تعريف نواة ديريشليه في المعادلة (3.23)» نرى أن 
ikx‏ 0 ات 
دم 5 = () و (1 


ی 1 _-inx‏ 1 
Cer 8‏ 
ی -1 21 
i(n+Û)x‏ «(لجم)ز- 
e‏ ی ارت 
على 7*2 م 27 


: 1 
sin(n + 2 
e 


2r sin 
2 
والاستفادة من المعادلة (3.24)ء‎ » n+ وبالتعويض عن ] فى (6.19) بالعدد‎ 


نحصل على 
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a ax = lim r f Dn (dx - 2‏ | 0 
على الرغم من أن الدالة د كلك متصلة بالسبة لکل من التخيرين > و 6 الا 
أن الدالة 
ی 5 مسار = K(E)‏ 
ليست متصلة عند 0 = ع لأن 
0< , 7/2 
5=0 , 210 (1)5 
0 ,7/2- 
مما يؤكد أن الدالة سس ل د (د,غ)م لا تحقق شروط التمرین 6.1.2 اذ أن الدالة 
کت ۱ غير قابلة للتكامل على الفترة (ه,0). ولا غرابة في هذا الوضع › ٠‏ فهو يناظر 
XxX‏ 








تقارب المحسلسلة من نهاية غير متصلة لأن التقارب غير منتظم. 
وقیاسا على ذلك يقال عن التکامل المعتل 

ل ,)م F(ë) = f‏ 
إنه متقارب بانتظام (00256186120 راصإه‌گنصن) على الفترة 1 إذا كان لكل 0 < ع 
يوجد 0 < ۸N‏ بحيث 


> 5 Vd>N, ۷ 5 [ء‎ 





0 
۵( با = 
حیث يتحدد العدد N‏ بدلالة 8 ولا یتأثر بالمتغیر 5. 
یناظر اختبار فایرشتراس للمتسلسلات اختبارا شبیها نقدمه في التمهید التالي 
ونترك برهانه کتمرین : 





0 
۳ - fo. 
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تمهيد (6.3) 
افرض أن الدالة 0+-(2,0[<*]6,0] : © تحقق (×)عك|(×,6)م| لكل [ط,ة] 6٤‏ . إذا 
كانت الدالة ع قابلة للتكامل على (0,»0] فان التکامل )9 و ] متقارب بانتظام 
على [,2] . 

إذا كانت الدالة (*,0)6 تحقق شرط التمهید (6.3) وکانت » بالاضافة إلى 
ذلك » متصلة علی ‏ > 5 > 2 لكل × فمن الواضح (تمرین 66.1.2 أن الدالة 

Fë) = f 9)‏ 
أيضا متصلة على [a,b]‏ 8 وهي تحقق 
طم b co‏ 

(620) ی ).9(6 j, FE = |, j,‏ 
لأن التقارب المنتظم ۳ )9 | يعني أن لكل 0 < ع یوجد 0 < ۷( بحيث 


ع > ()2 ۳ 3 





0 <( + r) Ç(Ë,x)dx 





| FEE = ] 9009 





bred‏ م 

= ۳ - fF f )م‎ 

> 0)ع‎ — a) 

يناظر النظرية (3.2) في سلاسل فوريير النظرية التالية» التي يمكن اعتبارها 
النظرية الأساسية لتكامل فوريير. 
نظرية (6.3) 
افرض أن ٤‏ دالة ملساء قطعيا على 15 وأن (2')8ء٤۴.‏ إذا كان 
م > > مه - , دق ۲0۵ 8 = 506١‏ 


فإن 
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VxeR )621(‏ (( 20 + رم = عل تلو (ع )1 ۳ 2 jim‏ 


ملحوظات 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


توصلنا فيما سبق إلى أن تحويل فوريير ؟ > [7]4 دالة متصلة على ۸. 


لاحظ أن النهاية 
ix‏ + / 1 : 
aay |‏ 
E‏ الرئيسية للتكامل المعتل 


عل تنح زعم im‏ = *(ج20 ]سل 
2r ۷‏ 
0 
ومن المعلوم أن النهاية الأولى (المقيّدة) قد توجد دون أن توجد الثانية (غير 


المقیدة). 
إذا كانت × نقطة اتصال للدالة ؟ فإن المساواة (6.21) تصبح 
ET‏ 
,Ê()e™df‏ | د lim‏ = 00 
ويمثل الطرف الأيمن تحويل العكسي, أو تكامل فورییر 
02 (ع)] f(0 = 37 [F]() = jim > Lf‏ 
إذا كانت الدالة ۶ o‏ 
مع التكامل المعتل 
عو ه(ع)2 Û f”‏ = 2-10 
2-6 27 
لكن هذا التكامل قد لا يكون متقاربا بانتظام» بدليل أن الدالة] ليست 


بالضرورة متصلة 
إذا كان 2-0 فان (6.21) تقتمضی أن تكون 0 -1 حيثما كانت 


(f(x) + f(x7)]‏ = (×)۴ ۰ مما يعني أن 27 تحويل متباين على الدوال 
الملساء قطعيا في (8)'/ التي تحقق هذه العلاقة (ومن ضمنها الدوال المتصلة). 
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برهان النظرية 
عل ای f(o)e del‏ 0 ا 7 = (ee ae‏ | 
f | ,fto)e dedo‏ 
حيث استندنا إلى المعادلة (6.20) لتبديل ترتيب التكامل بالنسبة للمتغيرين © و &. 
2= ۵۳۵2(ع)؟ ۳ 


=2 sin pe f(x + n)dn 
- 8 


0 ۳ 0 e 


حيث ×- 6 [1. 
افرض الآن ان 8 أي عدد موجب. بما أن الدالة ( + »)۴ ملساء قطعيا 
۰ 
وقابلة للتکامل على 8 < |۰۱ فان 


f(x + n)dn = 0‏ با 





1 
iê‏ 0ج / 
بالنظر إلى (6.13). وعليه فإن 
لو 8 ع 
man‏ جم تب ] سنا ۳۵5-2 0(ع),_] lim‏ 
- وچ /- مجم 


-2 اله || ا‎ SP" + f(x) 
موجم‎ 0 


۳۹ 


0ج 


ولکن 
7 5 0 
لل له لا ار | = 00( ۳ lim‏ 
1 مج 1 


+, قم‎ 7 
+f(x و‎ en 


وبتطبيق التمهيد (6.1) (الفقرة ()) نرى أن 
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4 ۳ 8 
مو ا جلا تمن رو ا lim‏ 
1 0 موجب/ 


كما أن التمهيد (6.2) يعطي 








8 زو‎ o SÎ 
lim ] 5112/1 dn = ] sin qy 3 
0م40‎ ۲ 0 x 2 
._ قم‎ ٩101 7 
lim | ی ل‎ 
jim ول‎ ۱ ( 
وبالمثل » فان‎ 
. _ قم‎ 5101 Ra 
1 سس‎ ۲0-0-2۲ 
im و‎ E O 
أي أن‎ 
/ ۲ 
lim ر_|‎ (۵۳۵ = r[(f(x*) + ۶0۲ ([ 
مجم‎ ٩-۷ 
U .)6.21( وبقسمة الطرفين على 27 نحصل على المساواة‎ 


بالرجوع إلى المثال (6.1) نجد أن 


/ ۰ / 
jim |, n م‎ × = jim 1 ۳ cosëx ل‎ 


حيث استفدنا من أن و دالة زوجية وأن 0056 هی الجزء الزوجی من 


“5 . فنستنتج» بنا على النظرية (۰)6.3 أن 


ه۵- > , 0 


1/2, هدع‎ 
.. 1 ف 1 “/م‎ _ 
lim | —sinaécoséëx dé 211 , —a<x<a 
مجم‎ 71 ۲-۷ ۶ 

1/2, x=a 


0 , x>a 
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وكما أن قلاف تون صيغة أسية وآخری مثلثية» فکذلك الحالة بالنسبة 
لتكامل فورییر» وهي تعتمد أساسا على العلاقة 0طزوز + 050 = 6#. لنفرض أن 
(8)'/ ع5 دالة حقيقية» ملساء قطعياء وتحقق 
VxeR‏ 6+66 
مثل هذه الدالة لها تحویل فورییر 
۳00۵ ۳ = (ع)1 


- ۳ f(x)coséxdx — i 1 f(X) sin éxdx 


= A(5) - 18)5( (6.22) 
A(ë) = ] f(x) 609 dx )6.23( 
B(E) = ۳ f(x) صنو‎ x dx (6.24) 
ومن نظرية (6.3) نرى أن‎ 


E ix 
f(0) = lim ع[(ج)9:- )4_| د‎ 
و [ ا‎ [A(E)cosxË + B(E) sin «5 ل[‎ )6.25( 
مجم‎ 27 ۷-۸ 
1 حيث استفدنا من أن (4)5 دالة زوجية بینما (8)5 دالة فردية. وعندما تکون الدالة‎ 
زوجية فان 0 = (8)5 وتتحول (6.23) و(6.25) إلى‎ 
۸)( =2 | f(x)cosEx dx (6.26) 


100 = (۵ 627 


آما إذا كانت ؟ فردية فان 0 = (4)5 بینما 
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fC) sin Exdx (6.28(‏ 3 |8622 
(6.29) دنه j” B(E)‏ = )1 


وفي الحالتين تتحول النهاية (6.25) إلى تكامل معتل. 











)6.3( مثال‎ 
الدالة‎ 
کل و 51122 عات‎ 
علد‎ 100 
فردية. إذن‎ 
A(5) =0 
B(6) =2 | f() sin Exdx 
=2 0 sin x sin éxdx 
1 5 
و‎ 1 1 ٍ sinl — Š5)r — 253 sin(l + 5(7[ 
ك‎ sin TÉ 
1-2 
كما أن‎ 
f)» = sin xËdË 





لاحظ هنا أن الدالة ×٤‏ 1۸ء 75 s1۸‏ 2 : لها نهاية عند ±7 = ۰6 فهى إذن 


متصلة وقابلة للتكامل على ۸. 
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شكل (6.4) 
مثال (6.4) 
وجدنا في المثال (6.2) أن تحويل فوريير للدالة الزوجية "67 هو 
= (ع)[ 1 ]9 
[e ۰۰16( 1+2‏ 
فنستنتج من (6.27) أن 
-|x _ 2 [® 6‏ 
وک | > اه 
۰ 1+4 
وعندما 0 = × نحصل على التکامل المعروف 
۳ 
2 2ع+] 0 


سنختتم هذا البند بالحديث عن تحويل فوريير في الفضاء  ")15(‏ ء وهو الفضاء 
الذي بدأنا به دراسة هذا التحويل في مستهل البند (6.1). نستشف من التمرينين 6.1.1 
و6.1.2 أنه لا يوجد علاقة احتواء بين ()!/ و (42708- بصفة عامة» ولكن الدوال 
المحدودة في (15) 4ء تنتمي إلى (708/) لأن تقارب 1)(7] من 0 عندما مه ج | أسرع 
من تقارب |()1| من ۰0 على افتراض أن 8 دالة متصلة قطعيا في (0)'/-. لنفرض أن كلا 
من كو ع دالة ملساء في (8)' 'ك وأن و 8 قابلتان للتكامل على ۸. من نظرية (6.2) 
نعلم أن 5 و م دالتان متصلتان ومحدودتان على ®. وبالمثل فان التكاملين 
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8()e™ax‏ ] « ل 


یمثلان دالتین متصلتیس ومحدودتین علی 1۴ هما 2rf(x)‏ و 2r8(x)‏ بالترتیب. 
نستنتتج من ذلك أن الدوال 6 8 ۶ 8 جمیعها تقع في (8)”/ء » وأن 
2r [_ 10200‏ = (۵ ,)2 


= f f 1006) حل‎ 


- f Ee ED ds 


ای = 
(f8) (6.30)‏ = 
وعندما تکون ؟ = ع فإننا نحصل على العلاقة 
II = ۲۳ (6.31)‏ 


التي تناظر متطابقة بارسيفال (1.12)» وتشكل مع المعادلة (6.30) ما يسمى بنظرية 
بلانشيريل (1560۳6۳0 132016161). وحقيقة الأمر أن (6.30) و (6.31) تطل 

ة لأي (8) 4ء #ع,؟ لكن برهان ذلك يعتمد على إثبات أن 
(1) الله ۸ (8) 7 كثيفة في (8) 7 › بمعنى أن كل (۸) ”£ هي نهاية؛ في 
R(‏ )2 » لمتتالية من الدوال في (8)'⁄۔ © (7)8⁄۔ (انظر [8]). 





تمارين (6.2) 
أوجد تكامل فوريير لكل من الدوال المعطاة في التمارين (1) إلى (5) : 
7 >( و أ طلو| 
f(x) = (1)‏ 


0 و‎ |x|> r 
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0>:<>1 , 1 0 
X=‏ 
x<0, x>1I 2)‏ , 0 
5 7 > 72 > 0 , 60576 = ۴00 
6 <5 , > و 0 52 
f()=xe™ , xeR (4)‏ 
COSX , 0> 2‏ 
)5( = ()1 
—COSX , ~R/2<x<0‏ 
(6) استنتج من التمرين (3)أن 
ا 
- يد و 
1-2 
(7) آثبت أن 
۷0 609 7۴ 2 = 05 د و و ۳ 
4+ 
هل هذا التكامل متقارب بانتظام على (0,0؟ 
(8) أثبت أن 
Vx>0‏ *-م5 دعل یت ۳ 
2ع +1 0 
هل هذا الكامل متقارب TT‏ 
(9) أثبت أن 
0 و 2/ o0‏ 
çin xd = >> 7‏ 1-0575 
X>T‏ , ع 
(10) أثبت أن 
Je 1"1)5( =‏ 





+1 
ثم استخدم ذلك لایجاد 9 





1 
آن . 
بل 
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)11( على اقتراض أن 
1کل| , 1-|x|‏ 





1<(«| , 0 
أثبت أن 
sin( /2) ١‏ | و 
2/€ 
ثم استنتج أن 
م 
(12) تحقق من صحة العلاقة 
۲ = ۱4۱۳ 


عندما تکون e‏ = 100. 
(13) عبر عن العلاقة (6.31) بدلالة التحويلين 4 و 8 المعرفين في (6.23) 
و(6.24). 


(6.3) خواص تحويل فوريبر وتطبيقاته 
تنص النظرية التالية على خواص الاشتقاق الأساسية التي تميز تحويل فوريير 
وتجعله أداة لا غنى عنها في التعامل مع المعادلات التفاضلية الخطية. 
نظرية (6.4) 
افرض أن (080) الل ع ۶ 
() إذاكان (08 ال > 4« فان الدالة 2 قابلة للاشتقاق» ومشتقتها 
(6.32) (00[)5 ]1ت = ۳3 xf(x)e‏ ۳ | --(ع) ۶ 
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دالة متصلة على ©۸. 
(11) إذا كانت (0 »۲۰ وكانت + متصلة على 15 فان 
(633) )ليذ = ف 10 =i f‏ (2]۳16 


البرهان 

5 م سکع( 5 و 5 (ع)۶ 2 + f(6‏ 
بأخذ النهاية عندما 0ج-45 واستخدام النظرية 007 فإنا نحصل على 
المساواة (6.32). 


() من قابلية "۶ للتكامل فان التحويل ['7]4 موجود ويساوي 
If") = | f'(x)e i5*dx‏ 
كما أن النهايتين 
im ۸00 =f(0)+ lim jj fat‏ 
موجودتان. ومن قابلية الدالة ۴ للتكامل لابد أن تكون 0 = (»)؟ لمعلا . وباستخدام 
التکامل بالتجزيء نحصل على المساواة (6.33). 0 
ليس من العسیر تعمییم هذه النظرية للحصول على 
نتيجة (6.4.1) 
افرض أن (15) ۳ > (10 وآن « أي عدد طبيعي. 
(۵ إذا کان (8)'⁄۔ > 200 "× فان 
(6.34) (۶00([)8 0(۳«-)]27 = (ع) f‏ 
دالة متصلة على ۸. 
() إذا كانت (08 ۳ > 1 لکل > k‏ > 1ء وكانت ۲ 1۳ متصلة على 15 فان 
{f (E) = (۳169 )6.35(‏ 
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ملحوظة 

من المعادلة (6.34) نری أنه كلما تناقصت |(*)1| بمعدل آکبر (مع الزيادة في |×|) 
كلما ازدادت قابلية ۶ للاشتقاق» بینما تدل المعادلة (6.35) على أنه كلما ازدادت 
رتبة المشتقة للدالة ؟ القابلة للتکامل كلما تناقصت ((ع)1| بمعدل أكبر. 


مذال (6.5) 
افرض أن *67 = ()1. لایجاد (ع)2 نلاحظ أولا أن 
2 
2 م 27 _ (2وبت2.)_ 0 مم _ 2 هم 

d0 f e" rdr - 7‏ ۴ = 00( ¥ ۳۹ ۳۹ = |4 × ۳ 
dx = r 630‏ “اسع ٣‏ > 
وبما أن الدالة ۴ تستوفي شروط النظرية (6.4) فإننا نحصل من المعادلة (6.32) على 

رای م ز- = (ع) ۶ 


i "م‎ d عاب عرسم‎ 
== )كت‎ e “dx 
2 ۳ dx ) 


عون je‏ 4 ۳ 
(24-- 
وبالقسمة على (۴)5 ومكاملة طرفي هذه المعادلة نحصل على 
5و - (E)‏ 
وبالتعویض عند 0 = 6 والاستفادة من (6.36) نری ان 
م0 


فستتتج أن 
54 جل د[ تعسو ]و 
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مثال (6.6) 

أوجد حل المسألة الحدية 

(6.37) 0 <1, م > ع > مه u(x,t) = kuy,(x,t)‏ 
(6.38) م > > مه u ),0( = f(x)‏ 


حيث 16 ثابت موجب. 


الحل 
على افتراض أن ۷)»(W)©‏ = (11),6» وبعد التعویض فى المعادلة (6.37) نجد أن 


k w(t) v(x) 
فنستنتج أن طرفي هذه المعادلة ثابت» فليكن ”6-. عندئذ نحصل على المعادلتين‎ 
رو"‎ + ۴7۷00 = 0 )6.39( 
w'(t) + 1670 = 0 (6.40 
وحلهماء على الترتیب»‎ 
v(x) = A(5)coséx + B(5)sinéx 
w(t) = ي‎ 


ويترتب على ذلك أن الدالة 
B(E) sinx]e “ê” (6.41)‏ + وم u(x,t,Ë) = [A(E)‏ 
تحقق المعادلة التفاضلية (6.37) لکل ۸٤٤6ء‏ حيث (۸)6 و (8)5 دالتان اختياريتان 
في يّ. لكي نحقق الشرط الابتدائي (6.38) ينبغي أن نختار (4)5 و (8)5 بحيث 
نحصل على تمثيل مناسب للدالة 120 بواسطة مجموعة الحلول 

1),0,5( = A(Š) coséx +8)5( sinéx, 
وهذا يتحقق بوضع الحل العام للمسألة الحدية على الصورة‎ 
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u(x, = ۳ 0 A) cosëx + B(E)sinx]e 5 علا‎ (6.42) 


u(x,0) = س‎ j [A(6)coséx + B(E) sin ëx]dë 
7 — 00 
فتتحقق المعادلة (6.38) باختيار‎ 
۸) = | هد(‎ (6.43) 
B(€) = | f(Y)sinéydy (6.44) 
وهذا يستوجب» بطبيعة الحال» أن تكون الدالة ] قابلة للمكاملة على *1. بالتعويض‎ 
فى (6.42) نرى الآن أن حل المسألة الحدية هو‎ 
ريمن‎ = Û ] f f(y)cos(x- ye قلسن‎ (6.45) 
27 2-6 مل‎ 
تسمى المعادلة (6.37) معادلة الحرارة (راجع التمرين 5.5.13)» وهي تعبّر‎ 
عن العلاقة بين مشتقات درجة الحرارة (11),1 على القضيب 0 > ×> 0- عند‎ 
اللحظة ا بالنسبة للموقع × والزمن 4. كما تعبر المعادلة (6.38) عن توزیع درجة‎ 
فهو يتحدد بمعرفة‎ K الحرارة على القضيب عند اللحظة 0 >-6. أما الثابت الموجب‎ 
خاصة توصيل الحرارة لمادة القضيب.‎ 
بإمكاننا آیضا الحصول على الصيغة (6.45) لحل معادلة الحرارة باستخدام‎ 
دالة تحشق شروط النتيجة‎ u(x,t) تحويل فوريير والنتيجة (6.4.1). إذا اعتبرنا‎ 
)6.37( أي أن یبد قابلة للتكامل على 15 بالنسبة للمتغير *۰ فان المعادلة‎ ۰)6.4.1( 
تتحول» بتأثير © » إلى‎ 
(,ع,0‎ = 10(2 ۵0, = -kEû(x, t) 
^ _ اسر‎ 
> u(5,t( = ce 


ومن الشرط (6.38) نحصل على (5) ٠=‏ » أي أن 
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۲ (ع)1- 005,0 
FE) ×‏ ] ل = u(x)‏ ج 
۲-۵ 27 


یم -kE2t‏ برع مم fol‏ 1 
عل »كان يه [fe‏ ۳ سس 
۱ -م E i(x-y)&‏ 
[fe e” 007‏ 1 2 


على افتراض أنه يجوز تبديل ترتيب التكامل بالنسبة للمتغيرين 6 و ل. بما أن الدالة 
-kEZt‏ 


© زوجية في و فان 
2 00 0 
)646( له زر - مومه )2 Û f fF‏ این 
0 00 سس 7 


بما یتفق مع النتيجة السابقة. 


تمارین (6.3) 
(1) أثبت صحة العلاقتین 
(۶06** ۶ = (8)[(ه -3]50 
F(6 - a)‏ = (8)[( وت 
(2) تعرّف دالة هرميت ذات الرتبة 2 بأنها 


12 
س 
>> , ۱0۵ 2 26 جم ۱۲۷ 


حيث ما كثيرة حدود هرمیت ذات الرتبة 8. آثبت أن 
=i" ۰/27 ¥, (6)‏ (ع) ,لا 
(3) آوجد حل معادلة الحرارة 
0< )و > >0 و (x)‏ یت = u,(x,t)‏ 
بالشروط الحدية 
0< , 00,00 
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u(x,0) = f(x) , 0 >> ۵‏ 
حيث (0,0) الل € . 
(4) أوجد حل المعادلة التكاملية 
> 5 >0 ,و 


۳ 1): 60550 = ١ 


© > > , 0 
(5) آثبت أن 
۸ 2( )سم -kEt d= or‏ 
Ee‏ = قر ۰0۵ * e‏ ,| 
(6) (1) استخدم نتيجة التمرين (5) في المعادلة (6.45) للحصول على 
u(x,t) = Û ] f(x +22kt p)e dp‏ 
0 7 
(1) افرض أن 10 = ٤)×(‏ على الفترة (۵,8-)۰ حيث 10 ثابت» وأن 0 = (۶0 
خارج الفترة [8,2-]. استخدم تعریف دالة الخطأ في التمرین 5.1.7 للحصول 
على التمثیل 
1 1 
(613 ابحث سلوك في الدالة (,×)ن عندما »© ج |×| وعندما هه ج )» ثم قدم 
تفسیرا فيزيائيًا لذلك السلوك. 








u(x,t) = etc تج‎ 





الفصل السابق 


تحويل لابلاس 


(7.1) تحويل لابلاس 
لو استبدلنا المتغير 15 في تحويل فوريير 
(2]0[6 = 10-8 ري | = (E)‏ 
بالمتغير المركب 15 + 6© = 5 وقصرنا مجال تعريف الدالة 1 على (0,0] لنتج عن 
ذلك الدالة 
F(S) = | , € FCA (7.1‏ 


ويسمى التحويل الخطي من 1 إلى ۴ تحويل لابلاس «(Laplace transformation)‏ 
كما يطلق تحويل لابلاس (تجاورًا) على الدالة ۴ نفسهاء ويكتب 
F = 0‏ 
من الصيغة (7.1) نرى أن التكامل المعتل الذي يمثل (۴)5 موجود لقطاع 
أوسع من الدوال القابلة للتكامل على (ء,0] إذا اعتبرنا 0 < 6 = 186. فعلى سبيل 
المثال 
e x= ۷5 6 , Res>0‏ =[1] £ 


189 


190 الطرائق الرياضية 


مع أن الدالة 1 = («10 ليست في (4')0,0. وفي ذلك ميزة كبيرة على تحویل فورییر. 
في هذه المعالجة سنكتفي باعتبار 5 متغيرا حقيقياء إلا إذا كان هناك إشارة صريحة 
بخلاف ذلك» وذلك بهدف التبسيط واختصار الرموز. 

سنبدأ بنظرية وجود لتحويل لابلاس. 


نظرية (7.1) 
لتكن ؟ دالة متصلة قطعيا على (0,۰0]. إذا وجد ثابت حقيقي :ه بحيث تكون الدالة 
102 ۳ 6 محدودة على (0,0] فان تحويل لابلاس للدالة 1 

نس ۳ | -1[]ل 


موجود لكل 0 < 5. 
البرهان 
افرض آن هناك ثابتا عوج 1۷ بحیث 
Vx>0‏ ۱۷ > ۳۶| 
إذن 





lf] = ۱ 1 , o ه10‎ 


< و‎ e © le *f(0|dx 





مثال (7.1) 


(1) حيث أن الدالة |۳۳ 6| محدودة لأي عدد موجب » فان 
1 _ هم 1 o0‏ 
Sx =‏ س ص SK‏ = 
]x[= ۳ xe dx 7 e “dx‏ £ 


Vs> 0 
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وبما أن 0 < » اختياري فان 


[x] = <0 
5 


(1) لكل × »© هء لدينا 


oo س‎ ۳ 
x 1 ۹ qx 0و9‎ 


ر -[) 


n! 6م‎ 
< ھ‎ | e7 *dx 
"و‎ 0 


n! 


g1 














»<-1 (نن) لكل‎ 
£ [x"]= fj e ™x*dx 
1 - 86 وبالتعويض‎ 
1 [x*]= ] ل له‎ 
lx J 6 00 5 
1 (f 
TS t“dt 
1 
7 T'(a +1) 
4] [- | ۳۵ (iv) 
ا‎ , <8 
5-8 
¬ 1 [sinhax] = دوع فى‎ ۳۹ 
2 2 
55 1 __1 
2 8-8 +8 
2 





لاه , جع یج 
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e (۳)‏ الح [ هو 
S<0‏ , 1 - 
5-18 
sin ×[ =) 1‏ ج 
10+ 5-12 21 
0 <5 4 ج 
s2 +a 7‏ 


هناك نتيجة مناظرة للنظرية (6.4) تنص على أنه إذا كانت ٤‏ ملساء قطعيا على 
(,0] بحيث تكون الدالة ()1 ٠‏ محدودة على (ه,0] فان تحويل لابلاس 
(f(s) = 59 = | f(x)e *dx‏ £ 


یمثل دالة تحليلية في المتغير المرکب 5 على نصف المستوی 0 < 5 156 وعندئذ 
يمثل التكامل المرکب 


000 00+ م‎ gx _ م‎ ~1 
im ° F(s)ds لب‎ 71]۳(0۵ )7.2( 


حيث » < م»» تحويل لابلاس العكسي الذي به نستعيد الدالة ۴. أي أن 
=f‏ [۳] له 

حيثما كانت ؟ متصلة في (,0) وعند نقاط عدم الاتصال فان 

LF] = 260+ (03 

آما عند 0 = × فان 

1 ]۳[)0( = (0) (7.4) 

كما أن 

Vx<0 )7.5(‏ 20م ل 
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لن نثبت هذه النظرية ولن نحتاج إلى استخدامها لایجاد ()1 عندما تکون 
(۴)5 معلومة» وانما سنعتمد على جداول تحویلات لابلاس في ذلك. لکن تدل 
النظرية على أن تحویل لابلاس 

fF 
متباین » بمعنى أن‎ 
Fı =F» £ [Fıl= £ [F2] 

أي أن الدوال المختلفة لها تحويلات مختلفة» على افتراض أن هذه الدوال تتمتع 
بخواص الملوسة المنصوص عليها آنفا. وبناء علىة ذلك نستطيع أن نكتب 


VneN‏ 1 1 الا 


إلاحم) [ و 





حيث نعتبر الطرف الأيمن مساویا للعدد 1 عندما 1 > ۰8 كما أن 


1__ م1 م _ 2 1- 
ار ا چا 





تمار بن (7.1) 


أوجد تحويل لابلاس لكل من الدوال في التمارين (1) إلى (8): 


100 = (a+bx)? (1) 
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(2) 
(3) 
(4) 


(6) 
(7) 
(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 
(13) 
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f(x) = sinx‏ 


f(x) = 0 


© 0<x<a 
۲0-1 
0 ۵ > > مه‎ 


>> , تم 
f(x) = b‏ 
X>b‏ , 0 


f(x) = x cos xX 








۶00 = xe” 
۱ (= , ×<0 
)0,0( ملحوظة: يدل التمرين الأخير على أن محدودية الدالة ۳۳۶0 6 على‎ 
.-/]1'[ ليس ضرورية لوجود‎ 
:)15( أوجد [5]" 4 لكل من الدوال في التمارين من (9) إلى‎ 
۱ _ @a 
F(8) < 
25-5 
F س‎ 
(s) 2-9 
__1 
ون‎ 9) + 1( 
F(s) = 
39 2و‎ + 
سود‎ 1) 
F 
(s8) = 7 
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F(s) = 3 (14) 


2 
F(S) = 14s” + 55s + 51 


15 5 
13 12 + و22 + 1222 + تور 


(7.2) خواص الاشتقاق والانسحاب 
نقدم في النظرية التالية تأثر تحویل لابلاس بالاشتقاق والتکامل. 


نظرية (7.2) 


( افرض أن الدالة 4 متصلة وأن (»)۴ 6 محدودة على (0,0] لشابت ما ». إذا 
كانت المشتقة "؟ متصلة قطعیا فان 
s>a 7.6‏ , (1)0-[؟] 52 <[؟] کل 

(ن6 إذا كانت الدالة ۴ متصلة قطعیا والدالة (۳۳10 © محدودة على (0,0] فان 
0.7 ا fy fM OO‏ ]ل 

5 

البرهان 

60 واضح من المعطیات أن شروط وج ود ['1] ل محققة. باستخدام التکامل 
بالتجزيء نجد أن ۱ 


/181- | کر‎ , S>a 
=e 5*2) + 17 e *f(x)dx 


= لو‎ [f] - f(0) 
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(61) افرض أن 
۵1( ] =( 
ول لاق 
من محدودية الدالة e “f()‏ یو جد ثابت موجب 1 بحيث 


|e “*f(x)|s ۷ Vx>0 


M 


Mf edt < [e** 1] Vx >0, #0‏ >|(«)عاج 


*|g(x)|s ۱۷/۱۵۱‏ وج 
مما يعني أن ۵0" © أيضا دالة محدودة على (0,00]. وبما أن ع متصلة ومشتقتها 
* = 'ع متصلة قطعيا على (0,00] فمن الفقرة (1) نستنتج أن 
[(0)ع - ومع اك «2[g'(%)] = s‏ = [(100] + 


وبما أن 0 = (8)0 فاننا نحصل على (7.7) لكل 0 ». وبوسع القارىء أن يتحقق من 
صحة القاعدة فى الحالة الخاصة 0 = ». لا 


المشتقات العليا للدالة ؟» وسنترك تفاصيل البرهان للقارئ. 


نتيجة (7.2.1) 


افرض أن ؟ ومشتقاتها '* ۰...۰ "۴ دوال متصلة على (0,0] وأن 8902" e‏ دالة 
محدودة على (0,0] لثابت ما » ولكل 82-1 > )> 0. إذا كانت المشتقة 1 متصلة 
قطعيا على (0,0] فان تحويل لابلاس للدالة 1۳ موجود ويساوي 


0.8 (0)للحمام -...-(2)0 ۶0-9۳ 9۳ -[1] 9۳ د [f]‏ لم 
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ملحوظة: يقصد بالمشتقة (۴)0 في حقيقة الأمر (*9)0. 


مثال (7.2) 
() باستخدام نتيجة المثال (7.1) الفقرة (۷) نرى أن 
ا کل = dL [cosax]‏ 
a dx‏ 
5 


2 ۲ 
جات‎ 0 
a و‎ +a 





0<و , یشب - 
+a‏ 5 


ek‏ حيث 1 < ء. لايجاد الدالة ۴ نلاحظ من المثال 
5 








01 افرض أن 
/ ترص 2-1و 


(7.1) الفقرة () أن «طمزه - لب" > وبتطبيق القاعدة (7.7) 
بت 5 


1 = |= sinne dt = coshx =1 
5 و‎ 





تدل النظرية (7.2) على أن عملية الاشتقاق على الدالة ۴ تتحول بتأثیر ‏ إلى 
وسنری الان أن العکس صحیح أيضاء مع بعض الاختلاف» إذ أن 
[f] = -1”)9( (7.9)‏ يع - [xf]‏ نه 
dL [f/x] = j, Fat (7.10(‏ 


حيث يفترض ۰ بطبيعة الحال» في المعادلة (7.10) أن النهاية عاك 8 موجودة. 
x‏ 


سنترك برهان هاتين العلاقتين للقارىء. 
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یوفر تحویل لابلاس وسيلة فاعلة لحل المعادلات التفاضلية الخطية العادية 
ذات الشروط الابتدائية» لا سيما عندما تکون معاملات المعادلة ثابتة. فمعادلة الرتبة 
الثانية» على سبیل المثال» 

+by = f(x)‏ 2۷ + كر 
بالشروط الابتدائية 
۷۰( , 20 (۷)۵ 

تتحول باستخدام النتيجة (۰)7.2.1 إلى 
sy(0) - ۷ )0([+ a{sY - y(0)]+ bY = 7 (711)‏ - ۷ 52] 


حيث [ل] لك = (5)آ1[2] 4 = (۳)9. ومن (7.11) نرى أن 


FO, )8+2(100( +۳0‏ وب 
9+0 + ”و +as+b‏ و 


فنحصل على الحل 
"[Y]‏ ل = وز 
تساو ۳ F(s)‏ ا ۱ 
2 
5 


+ 2و دوع‎ +as+b 


)7.3( مثال‎ 
آوجد حل النظام‎ 
y" +4y' +6 21+ ,„, x>0 
y(0)=0 , y'(0)=0 


الحل 


نجري تحويل لابلاس على المعادلة التفاضلية» فينتج عن ذلك 
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1 بد y( 0)] + 6Y‏ - 497 + )0( ”ب - sy(0)‏ - 2۷و 
S+1‏ و 

25+[1 

5)5+1( 

25+[1 
s(s + 1)(s (06+و4+‎ 
4_٥ کته‎ 
5 s+] s“+4+6 


2s + 1 = a(s + 1(6 + 4s + 6) + bs(s + 4s + 6) + (cs + d)s(s + 1) 
1/6و جه‎ , 921/3 , c=-1/2 , 4d=-53 
Y() = 1/6 13 1 S+2 2 1 


sS 8+1 2 )s+2 +2 3 6+ +2‏ 
012 اا امد سقف ام دی 


= 6(۷ +49 + 2و) 





۷)9( = 





2+ 2(۶+و) 3 | 2+ (2ب+و) 2 3 


إن تقویم الحدین الأخيرين من (7.12) یتطلب النظر في تأثیر الانسحاب على 
محور 5 في التحویل العكسي " .. والنظرية التالية تصالج تأثیر الانسحاب + سواء 
على محور 8 أو > على تحویل لابلاس. ولتبسیط صیاغتها نقدم أولا تعریف دالة 
الوحدة الدرجية (unit step function)‏ 


0>» , ا 
O‏ اميت 


1 u(x) 


شكل (7.1) 
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تسمى ا أيضا دالة هيفيسايد (م0ناع1 1163715106) نسبة إلى المهندس الكهربائي 
الانجليزي (1925 - 1850) 0.1168:15106. وهي دالة متصلة على 15 باستثناء النقطة 
0 = × حيث نفضّل ألا نعرفها. لاحظ أن 1/۶ = [3ا]'ل حيث 0 < 5. 


نظرية (7.3) (نظرية الانسحاب) 
إذا كان (1)5 = [(10] ل > حيث 0 < 25 فان 


a )7.13(‏ < هو , F(s-a)‏ = زومت ل 
[u(x - a) f(x - 2([ =e *F(sS) , a>0 )7.14(‏ 
البرهان 


المعادلة (7.13) نتيجة مباشرة لتعریف التحوی لگه. 
)ی ۳ = [(۶00 ]له 
F(s-a) , sS-a>a‏ = 


وللحصول على (7.14) نلاحظ أن 
e “F)s) = fy e ECA‏ 


= j, e *f(x-a)dx (7.15) 


بعد التعويض عن 2 +] بالمتغير ×. وباستخدام الدالة للا نستطيع أن نعبر عن الطرف 
الأيمن من (7.15) بالشكل 
jj e u(x-a)f(x-a)dx‏ عار 0 j, e‏ 


۳ = [u(x - a)f(x - 2([ 
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نعود الآن إلى المعادلة (7.12). بما أن 








2+ 2و 
52000 عستي | 1 0 
s2 +2 9 3‏ 2 2+ 2و 


فان تطبیق القاعدة (7.13) يقود إلى 


× 2ہووع 62 ا قفاب 
+ (2+و 


ي 2۷ 1 1 1 
x‏ 2 و مس | پل اب 


وبذلك یصبح حل المثال (7.3) 
× 7ل دنه قاد ند 1e 3 E 605/2 x‏ + 1 = )۷ 


مثال (7.4) 
آوجد (7)0 التي تحقق 
y ۲ 2 210 , (0‏ 


حيث 
0 , 0 
0<t<1‏ , 44-()1 
,t>1‏ 0 
الحل 
واضح أن 





f(D = t[u(t) - u(t-1)] 
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من المعادلة (7.9) ونظرية الانسحاب (7.3) نرى أن 
{L{u(D]- [u(t D}}‏ تم -[۶] 














تلم 
103 5 
6 ارت 
5 و 2و 
ده eS‏ 1 
مگ لت 15م 
5 و 2و 
1[ 1 و- 1 1 و 1 1 
ةم معي د عاب + = (۷)9 
S+2‏ و 2 g2 +2 g2‏ 8 


سم _ 1 ام 
5 


21 5 بت 27 ] 2 1 1 1 
1۰-0-67 | ]ام 
۴ لاع ی 11 
e ")dr‏ ا 2 
2t 1‏ 1 1 
ب ت لتخا +4 1)ست = 
(ر- حر 
ومن القاعدة (7.14) نحصل على 


[1-e pu(t-D‏ = سل همم 





1 2-9 1 1 1ك 1 وكا 
u(t‏ —- عا EE E‏ 
(1- ]00[ 7 6 2 + (1-))] 2 )+ 3 6 £ 


فنحصل بذلك علی الحل 


(1-)2- 1 1 1-21 1 
1-1 1ك لكت 2 بغع) شت د( 
e [۳)-1(‏ 3 21 > 2 280 


[ _ (20-1- 1 1 
1- )9ات - =+ (1-])ات بت 
) او 2 (1-))] 2 


2t 1 1 1 .-26-1( 1‏ 1 1 
01-1 نلزكتبد خخ (1-))]كا لكب بت +) = = 
) 21 2 (17-))] 2 )2 2 7 
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تدریب : ارسم الدالة 08 


مخال (7.5) 
تتحول معادلة لاقير ' 
0< , عل ع مه , +(1—-x)y'+ny=0‏ 26 
بتأثير/- إلى 
-sy(0)-y'(0)]+sY- y(0) + sy y(0)]+nY =0‏ في 
0= لكو الاو + لا -2sY-s*Y' + y(0)+sY-y(0)+‏ 
(s-s)Y'+(n+1-s)Y =0‏ 





لد ام = (× )و ج 
5 


ال ی ےمم س 
۱ ۳ 


n 
م ہے‎ d (e *x×( 


n! dx" 


وباختيار 1 = © نحصل على الصيغة (4.26) لكثيرات حدود لاقير. 


تمارين (7.2) 


(1) عبر عن الدوال التالية بدلالة دالة الوحدة الدرجية لا. 
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شكل (7.3) 


6 , 0> *>2 


× 
©0515 , 2<X<7/2 


iD f(x) = 


51175 , 7/2<x<9/2 
)2/9( , x>9/2 


(2) ارسم الدوال التالية ثم اوجد تحويل لابلاس لكل منها 
(x-1ux-1)‏ )( 
û) 6-1۱۳۵ 1(‏ 
(1 - مد (ii)‏ 
iv) e “u(x - 2(‏ 
(v) u(x - 1)sinh x‏ 


(v) u(x-— 3 COSX 


)3( ارسم الدوال التالية التي يفترض أنها 0 خارج الفترة المعطاة» ثم اوجد تحويل 
لابلاس لكل منها 

)( e , 0<x<1 

û) « , 1<x<2 

(i) 1-6۳ , 0<x<1 


(iv) 60975 و‎ 1<x<2 
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(4) أوجد تحويل لابلاس العكسي لكل من 


وی () 
ىم 3 
سب تب سك 11 
2+ 2و 99 
رم + یط i)‏ 
5 
(e38 +e °(‏ ماگ (iv)‏ 
S—1‏ 
1+e ®‏ 
س سب 7 
s2 +9‏ 0 
(5) أوجد الحل لكل مما يلي 
y(0)0=1 , y'(0=1‏ : 0= 5۷+ 4۲ ۳۳ (0 
(ii) 9y” - 6۲ +y =0 ۷)۵( 23 , y'(0)=1‏ 


(iii) y” + 4y' - 10y = 12cos2x , 7)0( 1 , y'(0)=3 
(iv) ”و‎ +2y'-8y=- 256% ف‎ y)0( = 15 , y')0( = 6 
(W) 2-8-3 , y0 =4 مب - (0)”و‎ 
(v) y” + 2y' +2y = x[u(x) - u(x-1)] 


sin x , 0> >12 ,yJ(O0=0, y' (0 =1 
(vi) y"+y = : 
- 511117 , << 7 


(6) استخدم المعادلة (7.9) أو المعادلة (7.10) لایجاد تحویل تحویل لابلاس 


العكسي لکل من 
5 ۲ 
۶ + 2و) 0 
(i) log‏ 
5 





(i) log 
و‎ -1 
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(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 
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(iv) امه‎ (s+1) 
تعرّف الدالة ۸ ج 8 : 51 بالتكامل المعتل‎ 
ب لهك ,| = وزو‎ 
وتسمى تكامل الجيب (721ععاطا 8126). أثبت أن‎ 


sin x an 1 


ج 





] £ 
۱ 
س ا = [Si()]‏ 1 
5 5 
افرض أن كلا من الدالتين ۶ و ع تتلاشى على (0,-). يترتب على ذلك أن 
التفاف الدالتين (طمتاسآه/00ع) 

f*8(x) = ۳ ۶) - 0(۵)0(۵1 


۳ jy f= DE(dDdt 


إذا كان [4]/ل و [ع4/]8 موجودان فأثبت أن 
[عال . ال = زع * [f‏ 


إذا كانت الدالة ؟ دورية في ۰0 بمعنى أن )1 = (0 + 10 لكل 0 < ين« 
فأثبت أن 

0<و , fe *FEdx‏ سس = [f]‏ لم 
0 لكل 0 < ×0 = ()؟ 


لكل 0 > . أوجد [f]‏ . 
إذا كانت *ه = 100 و 1/./7 > (×)ع فأثبت أن 
e“erf (lx )‏ = يرع +۲ 
استنتج من ذلك صیغة [  ]6*072۷/«‏ وكذلك  ]02۷/«>[‏ 
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العدد (غير ۱ 
من 
4۱ حيث [×] هو الجزء الصحیح 
أ جحد x]|‏ 6 حم 
(12) أو 
أن 


][ م‎ 
۳ 
xe [nn +1) 
, ع1‎ ۷ 
0 
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صفحة 16 


أبعاد (الفضاء) 
اختبار فايرشتراس 
أساس (الفضاء) 
إسقاط 

التفاف 


كشاف الموضوعات وثبت المصطلحات 


25 


10 
206 


ت 


160, 161 
189 


9 
20 
22 
30 
26 
160,173 
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dimension (of a space) 
Weierstrass test 

basis (of a space) 
projection 
convolution 


Fourier transform 
Laplace transform 
linear combination 
orthogonality 
orthonormality 
pointwise convergence 
uniform convergence 
شب‎ 
absolute convergence 


Fourier integral 
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حاصل صرب داخلي 


خاصة التمام في * 'ل 


دالة ذاتية 

دالة دورية 

دالة متصلة قطعيا 

دالة ملساء قطعیا 

دالة لوجاندر 

دالة موثدة 

دالة هرمیت 

دالة توافقية 

دالة قاما 

دالة الخطأ 

دالة بیسل من النوع الأول 
دالة بیسل من النوع الثاني 
دالة بیسل المحورة 

دالة الوحدة الدرجية 

دالة هیفیساید 

دالة تکامل الجیب 


رونسکیان 


کشاف الموضوعات وثبت المصطلحات 


CO 


34 


60 
88 
89 
89 
109 
114,119 
125 
126 
131 
134 
137 
145 
148 
199 
200 
206 
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inner product 


completeness of لى‎ 7 


eigenfunction 

periodic function 

piecewise continuous function 
piecewise smooth function 
Legendre function 

generating function 

Hermite function 

harmonic function 

gamma function 

error function 

Bessel’s function of the first kind 
Bessel’s function of the second kind 
modified Bessel function 

unit step function 

Heaviside function 


sine integral 


Wronskian 


شروط ابتدائية 
ل 

شروط حدية 

شروط حدية دورية 


صيغة رودريقس 


ماه و 


طريقة فروبینیوس 


علاقة بارسیفال 


فضاء حاصل ضرب داخلي 
فضاء إقليدي 


۳ 


کشاف الموضوعات وثبت المصطلحات 


110 


11 
134 


38 
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initial conditions 


boundary conditions 


homogeneous boundary conditions 
seperated boundary conditions 


periodic boundary conditions 


Rodrigues formula 


Gram-Schmidt method 
Frobinius method 


Parseval’s relation 


vector space 

linear space 

real linear space 
complex linear space 
linear subspace 
inner product space 
Euclidean space 


Hilbert space 
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قرين المؤثر 
القرين الشكلي 


قيمة ذاتية 


كثيرة حدود لوجاندر 
كثيرة حدود هرميت 
كثيرة حدود لاقير 


مؤثر خطي 

مؤثر خطي تفاضلي 
مؤثر قرين الذات 
مؤثر قرين الذات شكلا 
مؤثر لابلاس 

متتالية كوشي 
متجهات مستقلة خطيا 
متجهات مرتبطة خطيا 
متجه ذاتي 

متراجحة كوشي 
متراجحة شفارتز 
متراجحة المثلث 
متراجحة بیسل 
متسلسلة فوريبر 
متطابقة بارسيفال 
متطابقة لاقرانج 
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57 
59 
57 


107 
117 
123 


56 
58 
57 
59 
157 
33 


57 


37 
82 
38 
63 


adjoint operator 
formal adjoint 


eigenvalue 


Legendre polynominal 
hermite polynominal 


Laguerre polynominal 


linear operator 

linear differential operator 
self-adjoint operator 
formally self-adjoint operator 
Laplacian operator 

Cauchy squence 

linearly independent vectors 
linearly dependent vectors 
eigenvector 

Cauchy’s inequality 
Schwarz? inequality 
triangle inequality 

Bessel’s inequality 

Fourier series 

Parseval’s identity 


Lagrange identity 


مجموعة تامة (في * /) 
مسألة ابتدائية 

مسألة حدية 

مسألة شتورم ليوفيل 
(العادية و الشاذة) 
مسقط 

معادلة منتظمة 

معادلة شاذة 

معادلة كوشي-آویلر 
عاذ له وتا 

معادلة بيسل 

معادلة هرميت 

معادلة لاقير 

معادلة شرودنقر 

معادلة لابلاس 

معادلة الحرارة 

معامل فورییر 

معامل فورییر - لوجاندر 
معامل فورییر - بیسل 
مکثف كهربائي 


نظرية التقارب المسقوف 
نظرية بلانشیریل 


نواة دیریشلیه 
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complete set (in ذل‎ 38 
initial-value problem 42 
boundary-value problem 42 
Sturm-Liouville problem 66 


(oregular, singular) 


projection vector 10 
regular equation 42 
singular equation 42 
cauchy-Euler equation 43 
Legendre’s equation 76,105 
Bessel’s equation 54,77, 4 
Hermite’s equation 76,122 
Laguerre’s equation 77,122 
Schrödinger’s equation 125 
Laplace’ equation 126 
heat equation 157,185 
Fourier coefficient 82 
Fourier-Legendre coefficient 113 
Fourier-Bessel coefficient 157 
electric capacitor 129 
ن‎ 
dominated convergence theorem 163 
Plancherel theorem 179 
Dirichlet kernel 91 


